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Notationen

NR,C

1R

LP(R - Rn)

H,(C—C")

L{-}
G(f)

ess sup(f)
fa)

€;

die natiirlichen, reellen und komplexen Zahlen

die rein imaginédren Zahlen

{r e R|r > aalpha € R}, {r € R|r > aalpha € R}

der Real- bzw. Imaginérteil der Komplexen Zahl s

Crsa :={s € C|R(s) > a,a € R}, also eine offene rechte Halbebene
das n-fache kartesische Produkt iiber C

Polynome mit Koeffizienten aus R"

die p-Norm auf R™ bzw. C", entsprechend 2.1.1 i)

eine beliebige p-Norm auf R" bzw. C”

der Raum der n mal stetig differenzierbaren Funktionen,

die von A nach B abbilden, n € N

die Lebesgue-Réaume, entsprechend 2.1.3

die Hardy-Raume, entsprechend 2.3.1

die Laplace-Transformation, entsprechend 2.2

die groBte offene Halbebene in C, auf der £{f} existiert
das essentielle Supremum, entsprechend 2.1.1 v)

= tlinzr f(t), der rechtsseitige Grenzwert von f im Punkt a
—a

1 i—1 7 i+l

=0...0 1 0 ... S)T,der i-te Einheitsvektor im R"™

Im Rahmen dieser Arbeit bezeichnen, im Allgemeinen, kleine Buchstaben, wie f, g, u,

Funktionen f : R — R", wiahrend Funktionen mit groflen Buchstaben, wie F,G, U,

Laplace - transformierte bzw. Funktionen F': C — C" bezeichnen.







Kapitel 1
Einleitung

Differential - algebraische Gleichungen, kurz DAEs (Differential - Algebraic Equati-
ons), ergeben sich in Natur - und Ingenieurwissenschaften regelméfig, z.B. bei Proble-
men aus der Mechanik oder der Elektrotechnik. Es handelt sich dabei um gewdhnliche
Differentialgleichungen, die mit algebraischen Gleichungen gekoppelt werden, um sie
dann als eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem aufzufassen. Beispielsweise bei
der Beschreibung der Bewegung eines Korpers unter Zwangsbedingungen ergibt sich

oftmals

l’(t) = fl(ta‘x(t)?y(t))
y(t) = falt =(t),y(t))
0 = g(t>$(t)vy(t)) ’

wobei es sich bereits um eine DAE handelt. Eine allgemeine Form Differential - alge-

braischer Gleichungen ist eine implizite Differentialgleichung der Gestalt
ft,xz(t),z(t)) =0, P RXR"XR" —-R™ mneN,

wobei z : [ — R", I C R. Im Bereich der Elektrotechnik ergeben sich aufgrund der
Kirchhoffschen Gleichungen héufig DAEs der Form

Ei(t) = Az(t) + bu(t) ,
EAcR™™ beR™ u:R—R, mneN zecCYR—R").
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Um diese Differentialgleichungen zu losen wird oftmals so verfahren, dass eine La-
placetransformation durchgefiihrt wird. Dies hat den Nutzen, dass die Differentiation
auf algebraische Operationen in einem anderen Funktionenraum zuriickgefiihrt wer-
den kann. Hieraus ergibt sich dann ein einfaches algebraisches Gleichungssystem, dass
es zu losen gilt. Ein Ziel ist, dieses Gleichungssystem, in dem sich viele unbekann-
te Konstanten befinden, symbolisch zu 16sen, um an der symbolischen Losung das
Systemverhalten in Abhéngigkeit von bestimmten Konstanten ablesen zu kénnen. An
diesem Punkt muss allerdings festgestellt werden, dass eine symbolische Losung dieser
Gleichungssysteme, deren Dimension von 10 bis iiber 100 reicht, selbst fiir moderne
Computer kaum oder nicht moglich ist. Und falls man eine solche Losung erhilt, so
ist diese derart kompliziert, dass es nicht moglich ist an ihr das Systemverhalten ab-
zuschétzen. Diesem Problem begegnet man zum Teil und insbesondere im Bereich des
Analogschaltungsdesigns durch eine Approximation der beteiligten Matrizen. Hierbei
wird ein Fehler in Kauf genommen, den man im “Frequenzbereich”, also im Bereich
der Laplace-Transformierten, gut abschétzen und kontrollieren kann. Allerdings ist
bisher unklar, wie sich die gemachten Fehler im “Zeitbereich”, also auf die Losung
der urspriinglichen Differentialgleichung vor der Transformation, auswirken. Das Ziel
dieser Arbeit ist es, einen ersten Einblick in diese Problematik zu gewinnen und mit
Hilfe der zugrundeliegenden Theorie im Bereich der Laplace-Transformation, sowie der
Lebesgue- und Hardyrdume erste Fehlerschranken zu gewinnen.

Hierzu wird im folgenden Kapitel auf grundlegende Teile der Lebesgue’schen Theorie
eingegangen, die eine Grundlage darstellen, um die im darauffolgenden Kapitel 2.2
eingefiithrte Laplacetransformation hinreichend zu verstehen. Dariiber hinaus werden
bekannte Resultate der Laplacetheorie, sowie eine Ungleichung iiber Faltungen, die fiir
die spéteren Betrachtungen notwendig sind, zitiert und zum Teil bewiesen, um einen lo-
gischen Aufbau der Thematik sicherzustellen. Hiernach werden dann in Kapitel 2.3 die
Hardyraume eingefiihrt und ein iiberaus niitzliches Ergebnis zitiert, dass genutzt wird,
um den Bildbereich gewisser Funktionenrdume unter der Laplacetransformation zu
charakterisieren und schliellich ein Maf fiir den Fehler zu erhalten. Abschliefend wird
in Kapitel 2.4 dargestellt, wie DAEs durch eine Laplacetransformation gelost werden,

um dann in Kapitel 3.1 hinreichend genau darzulegen, wie die DAEs approximiert wer-




den. Im dritten Kapitel wird also zunéchst erlautert, wie die Approximation ablauft,
woraufhin in 3.2 mit Hilfe der zugrundeliegenden Theorie erste Fehlerschranken er-
mittelt werden. Das Augenmerk liegt hierbei auf der Ermittlung eines Maximalfehlers
(Il - | z..) und eines “energetischen” (|| - ||z,) Fehlers, die dann praktisch das Verhalten
des Fehlers bzgl. einer Losungskomponente unter Anderungen an der Norm der Ein-
gangsfunktion wiederspiegeln. Auflerdem wird eine, auf bereits bekannten Ergebnissen
beruhende, Darstellung der Losung im Frequenzbereich angegeben mit Hilfe derer es
moglich ist die Fehlerschranken, fiir konkrete Probleme, mit geringerem Rechenauf-
wand zu erhalten. AbschlieSfend werden die Fehlerschranken anhand zweier Beispiele
getestet. Zuerst wird ein akademisches Beispiel in 3.3 betrachtet, an dem die Schranken
ausfiihrlich berechnet und mit dem tatséchlich auftretenden Fehler verglichen werden.
Und schliellich wird ein reales Beispiel, in 3.4, betrachtet, dass fiir die Fehlerschranken
eine ungiinstige Eigenschaft besitzt, wodurch man lediglich eine der drei gefundenen

Fehlerschranken anwenden kann.
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Kapitel 2

Laplace-Transformation und

Hardy-Raume

2.1 Lebesgue-Theorie

2.1.1 Definition

-

i) Fiir p € N sei die Norm || - ||, iiber R” bzw. C* durch ||z||, = (Z |xi|p) p, und
i=1
fiir p = oo durch ||z||o = max{|z;| |7 € {1,...,n}} definiert.
ii) Seien (X7i, 1), (X2, s) zwei messbare Rdume entsprechend [6, Kapitel 4]. Eine

Abbildung f : X; — X5 wird messbar genannt, falls die Urbildmenge jeder im

Bildbereich messbaren Menge wiederum eine messbare Menge ist, also

f_l(w) S Ql Yw € QQ.

Gegeben sei ein Mafiraum (X, ), 1), siehe z.B. [6, Kapitel 4].

iii) Eine Menge N € ) wird Nullmenge genannt, falls das Maf dieser Menge Null ist,
also u(N) = 0. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird ausschliefllich das Lebes-
guemaf} genutzt und ist auch immer gemeint, falls implizit ein Maf§ angesprochen

wird.
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iv)

v)

Zwei messbare Funktionen fi, fo : X — R" sind fast iiberall identisch, kurz

fi = fo £, falls die Menge M = {zx € X | fi(z) # f2(z)} eine Nullmenge ist.

Gegeben sei eine Funktion g : X — R. Dann ist das essentielle Supremum von g

definiert als:

esssup(g) = inf{a € R|u({z|g(z) > a}) = 0}.

2.1.2 Bemerkung

i)

ii)

Der Unterschied zwischen dem essentiellen Supremum und dem Supremum be-
steht darin, dass bei dem essentiellen Supremum Anderungen von g auf Null-
mengen im Definitionsbereich keine Rolle spielen. Entsprechende Nullmengen
existieren bei stetigen Funktionen iiber metrischen Rdumen beispielsweise nicht,
was dazu fiihrt, dass das essentielle Supremum stetiger Funktionen mit dem Su-

premum iibereinstimmt.

Fiir zwei messbare, integrable Funktionen fi, fo : R — R,

gilt nach [6, Theorem 10.9 (i)]

/|f1 (t)| dt =0 <= |f1(t) — fa(t)] = 0 f.ii. . (2.1)

Dieses Ergebnis kann man allerdings auf messbare, integrable Funktionen fi, fs :
R — R" verallgemeinern, indem man 2.1 komponentenweise anwendet. Man

erhalt also

1516 = 2011 dt =0 = 15(6) = fot)] = 0 L
woraus man weiter

folgern kann. Insgesamt erhélt man also

/||f1 )| dt = 0 <= f1(t) = fo(t) L. .
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2.1.3 Definition (Lebesgue-Réume)
Fir p € [1,00), k € N, sei der Funktionenraum Zp(]R — R™) definiert durch

o~

L,(R—R"):= {f:R—HR”

f Lebesgue—messbar,/ If@)]Pdt < oo} :
R

Darauf erhalt man durch

~

10z, g £ Ep(® = RY) = Rog, £ = £l gy = ( / oI dt)

nach [6, 12.5(i7)] eine Seminorm.
Fiir p = oo sei

~

Lo(R—R") :={f:R— R" | f Lebesgue-messbar, ess sup || f||oc < 00}
mit der Seminorm

1Az gy = esssup [ floo-

Um die Lebesgue-Raume L, und - Normen || - ||z, einzufiihren ist es notwendig die
betrachteten Funktionen f, aus den Funktionenrdumen ZP(R —R"), 1 <p< oo, in
Aquivalenzklassen zusammenzufassen, da man ansonsten nur eine Seminorm erhilt.
Hierbei fasst man alle Funktionen die sich nur auf Nullmengen unterscheiden zu einer

Aquivalenzklasse zusammen:

/o= {9€ LR =R | IS = gllg, @ = 0}

Fiir 1 < p < oo sind die Lebesgue-Raume durch

Ly(R — R") := {[f]p

fe EP(R_)RTL)}

definiert und die Lebesgue - Norm auf den Aquivalenzklassen stimmt mit der Seminorm

eines Reprisentanten der Klasse iiberein:

1ol = 1£117, @)

Und schliefflich bleibt noch zu sagen, dass man Lebesgue-Rdume auch fiir Funktionen

definieren kann, die nur von einem Teilbereich der reellen Zahlen abbilden, fiir M C R:

Ly(M — R") := {[f]p € L(R = R") [Vo & M : f(x) =0} C Lp(R — R").
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2.1.4 Definition (Nullfunktion)
Eine Funktion f : R — R™ wird Nullfunktion genannt, falls f € [0],.
Fiir eine Nullfunktion gilt also: [, [|f()[|? dt = 0.

2.2 Laplace-Theorie

2.2.1 Definition (Holomorphie)
Eine Funktion F' : C — C" heifit holomorph in sq € C genau dann, wenn F' in sq

komplex differenzierbar ist, d.h.

lim e C.
h—0
heC

F(So+h) —F(So)
h

2.2.2 Definition
Fiir s € C und eine messbare Funktion f : R — R" heift

C{f}s) = / L

das Laplace-Integral von f im Punkt s, sofern es existiert.

2.2.3 Bemerkung

Hier sei angemerkt, dass man das Laplace-Integral auch auf ganz R, also als

o0

L{f}(s):/ e f(t)dt, seC,

betrachten kann. Fiir die spéiter bearbeitete Problemstellung reicht es allerdings die
sogenannte rechtsseitige Laplace-Transformation und damit das rechtsseitige Laplace-
Integral zu nutzen. Aus diesem Grunde werden die Funktionen f im Folgenden auch

nur auf R>y betrachtet oder entsprechend mit Null fortgesetzt, also

fR—=R"t—
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2.2.4 Satz (Fundamentalsatz)

Wenn L£{f}(sg) fiir ein sy € C existiert, so existiert es auch in der offenen Halbebene

Crsn(s0)-
In allen folgenden Betrachtungen bezeichne G(f) C C die grofite offene Halbebene,

auf der die Laplace-Transformation von f existiert.

Beweis

2, Satz 3.4] O

Mit diesem Wissen kann man das Laplace-Integral nun als einen Operator (L£{-})

zwischen Funktionenrdumen auffassen:

LiD—W, fr (F:G(f)—C" s LIFHs)).
Dabei bildet die Menge

D:={f:Rso— R"[Jsg € C:[L{f}(s0)| < o0},

aller reellen Funktionen, fiir die in wenigstens einem Punkt das entsprechende Laplace-

Integral existiert, den Definitionsbereich D und die Menge
W :={F:Cgpsgy — C"|If € DIageR: L{f}(ap) existiert, FF = L{f}}

den Wertebereich des Operators. Man bezeichnet nun die Anwendung des Operators
L auf eine Funktion f: R — R" als Laplace-Transformation.

Betrachtet man die Laplace-Transformierten zweier Funktionen fi, fo € D auf dem
Schnitt ihrer Konvergenzhalbebenen G(f1) N G(f2), so erhdlt man, dass aufgrund der

Eigenschaften der Integration der Operator L linear ist, demnach:

Lla- fi+0- fat=a-L{fi}+5-L{f.} Vao,feC.

Da nun klar ist, was unter einer Laplace-Transformation verstanden werden
soll, sind noch die Frage der Eindeutigkeit der Riicktransformation sowie die

Riicktransformation selbst zu betrachten.
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2.2.5 Satz (Eindeutigkeitssatz)
Seien f1, fo € D, sei sgp € G(f1)NG(f2) und sei a € R. Stimmen die zu f1, fo gehorigen
Laplace-Transformierten, in einer rechten Halbebene auf der beide Laplaceintegrale

existieren,

i) auf einer dquidistanten zur reellen Achse parallelen Folge (2,,)nen, 2n = an+sg

ii) oder auf einer Folge z, mit wenigstens einem Haufungspunkt in G(f;) N G(f>)

tiberein, also Fi(z,) = F(z,), so unterscheiden sich die Originalfunktionen nur um

eine Nullfunktion:

Vn e N: L{fi}(z,) — L{fo}(zn) =0= f1 = fo fii.

Fasst man Funktionen, wie in 2.1.3, die sich nur um eine Nullfunktion unterscheiden
zu Aquivalenzklassen zusammen, so sind die Originalfunktionen zu einer Bildfunktion

in diesem Sinne eindeutig.

Beweis

In [2, Satz 5.4] ist der erste Teil dieses Satzes bewiesen. Den zweiten Teil erhélt man
mit der Aussage, dass Laplace-Transformierte auf dem Inneren ihres Existenzgebietes
holomorph sind [2, Satz 6.1] und dem Identitétssatz [4, Satz 9.15], der besagt, dass falls
zwei in einem Gebiet G holomorphe Funktionen auf einer Folge mit Haufungspunkt in
G iibereinstimmen diese bereits auf ganz GG, und damit in diesem Fall auf einer rechten
komplexen Halbebene, iibereinstimmen. Denn wenn zwei Laplace-Transformierte auf
einer rechten Halbebene tibereinstimmen, so liefert [2, Satz 5.1] wieder f; = fo f.i. .

]

2.2.6 Bemerkung
Unterscheiden sich zwei Funktionen fi, fo € D lediglich um eine Nullfunktion, so erhélt

man sofort, dass G(f1) = G(f2), da fiir derartige Funktionen gilt:

0= [ et ho - = [ ethwd- [ etnea
0 0 0
Daraus lésst sich folgern, dass falls die Laplace-Transformierten zweier Funktionen aus

D auf einer entsprechenden Folge in einer rechten Halbebene iibereinstimmen auch ihre

Existenzhalbebenen tibereinstimmen.
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2.2.7 Satz (Umkehrsatz)
Gegeben sei eine Funktion F': C — C" und es existiere ein sy € C derart, dass F in

einer rechten Halbebene H := {s € C|R(s) > R(sp)} holomorph ist. Weiterhin sei

sup
R(s)>R(s0)

lim F(%@)H%))H ~0

[S(s)| =00

fiir |3(s)] — oo soll also die Funktion iiber R(s) > R(sq) gleichméBig gegen 0 gehen.

Gilt dariiber hinaus, dass

R(s)+iA
Vs:R(s) > R(so) : I}EI;O i | F(2)]|ocdz < 00,

so ist F'(s) als Laplace-Transformierte der Funktion
1 %(S)-‘riA
t— f(t) = — lim e”F(2)dz, R(s) > RN(so) (2.2)
2mi A—oo i
R(s)—iA
darstellbar, die von $(s) unabhéngig ist. Fiir t < 0 ist das Integral in (2.2) gleich Null

und die so dargestellte Funktion f : R — C™ ist auf ganz R stetig.

Beweis

Fiir den Fall F': C — C ist der Satz in [2, Satz 28.2] bewiesen. Fiir den betrachteten
mehrdimensionalen Fall F': C — C™ funktioniert der Beweis mit den hier verwendeten
Normen allerdings analog, da es dann reicht das Problem komponentenweise zu be-
trachten und die hier gemachten Voraussetzungen dann komponentenweise mit denen

in [2, Satz 28.2] tibereinstimmen. O

Jetzt wére es interessant die Menge D der “Urbildfunktionen” des Operators L ge-
nauer zu charakterisieren um sicherzustellen, dass die spéater betrachteten Funktionen
iiberhaupt transformierbar sind. Da das allerdings relativ schwierig ist, werden nun
Aussagen getroffen, die ausreichend sind, um die spéter betrachteten Funktionenklas-

sen abzudecken.
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2.2.8 Lemma

Folgende Funktionenklassen besitzen Laplace-Transformierte auf Cgsq:

i) Alle Funktionen f : R — R" n € N, fiir die Konstanten M > 0,a < 0 derart

existieren, dass
IF(®)ll2 < Me™, VteR

gilt. Solche Funktionen werden im Folgenden als exponentiell beschrankt be-

zeichnet und insbesondere beschrankte Funktionen gehoren zu dieser Klasse.
ii) Alle f € Li(R — R").
iii) Alle Polynome aus R"[t].
Beweis

i) Bei dieser Klasse von Funktionen stellt man fest, dass diese eine Teilmenge
von D darstellen, und dass man diese nach der Transformation auch wieder
riicktransformieren kann. Sie gehoren zur Menge D, da es immer ein sy € C gibt,

so dass das Laplace-Integral existiert:

Sei f exponentiell beschrénkt mit (M, «) und es gelte V¢ < 0 : f(t) = 0, damit
folgt, dass fiir alle sg € Cgsq :

[l a = [Tl o), o
| e, a
0

/OO ||€—§R(so)tM€atH2 dt

0
_ ./we<mmwmuﬁ
0
M

= —V—— <.

R(sp) —

IN

IN

Damit ist gezeigt, dass ¢ — e *°'f(t) absolut integrierbar ist und damit ins-
besondere L£{f}(so) existiert. Dariiber hinaus sieht man, dass fiir a < 0 die
Laplace-Transformierte fiir alle sy mit R(sp) € Ry existiert, womit man als

Existenzhalbebene Cg~q fiir exponentiell beschréinkte Funktionen erhélt.
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ii) Sei f € L1(R — R™). Dann erhélt man fiir alle sy mit R(sq) > 0:

o tess@nar = [ jemene s ) ar
0 0
= [ e s ) ar
0
< [Tzl a
0

| Islide<oe, s € Coso.
0

IN

womit man als Existenzhalbebene Cy>( erhilt.

iii) Fir alle f € R"[t] erhédlt man Cg-o als Existenzgebiet. Dies kann man zum
Beispiel beweisen, indem man zeigt, dass fiir alle a € R", m € N, die Funktion f :
t — a-t™ die Halbebene Cg~( als Existenzgebiet besitzt. Es geniigt bereits dies zu
zeigen, da die Laplace-Transformation auf dem Schnitt der Existenzgebiete der
Laplace-Transformierten von Funktionen f, fs linear ist. Durch “Nachrechnen”

erhalt man:

(o) o
/ at™e 0t dt = a/ tme S0t dt, Substitution: 7 = sgt, sg > 0
0 0

<orm __dr
= af g’ —
o So So

1 (m)!
0 0

Und hier sieht man sofort, dass das Integral fiir jedes sy € R+ existiert.

Schliellich noch einige niitzliche Eigenschaften der Laplace-Transformation:
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2.2.9 Satz (Differentiationssatz)
Sei f € C'(Rso — R™) und es existiere ein sy € R~g, so dass £{f’} auf der Halbebene

Cpss, existiert. Dann existiert auch £{f} auf Cxs,, und es gilt:

L{f'}(s) =sL{f} — f(0F), fiir s € Crssy,-

Beweis

[1, Corollary 1.6.6] O

Fiir den folgenden Satz muss klar sein, was unter einer Faltung verstanden werden

soll, also:

2.2.10 Definition (Faltung)

Seien fi, fo messbare Funktionen mit f, fo : R>o — R, dann bezeichnet man

t— (fix fa)(t /f1 - fo(t —7)dr

als die Faltung von f; und fs.
Hierbei ist zu erwdhnen, dass nach [6, 8.10 Corollary| aus fi, fo messbar folgt, dass

f1 - fo messbar ist, wodurch der Integrand der Faltung wiederum messbar ist.

2.2.11 Satz (Faltungssatz)
Geniigen F, I : Cy~o — C den Voraussetzungen des Umkehrsatzes und gilt £71(F})*
L7Y(Fy) : R>g — R exponentiell beschrinkt, so gilt :

F3(s) := Fi(s) - Fa(s) = L{f1 * f2}(s) ,

womit folgt

f3(t) = LTHEHE) = (fr* f2) (1)

Beweis
Dieser Beweis folgt der Beweisidee des Faltungssatzes in [2, Satz 10.1], und wurde

hier nachvollzogen, da grundlegende Schritte dieses Beweises auch bei dem Beweis
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der Ungleichung 2.2.12 genutzt werden. Auflerdem ist festzustellen, dass dieser Beweis

auch fiir Funktionen fi, fo funktioniert, fiir die gilt:
Ja,b>0VteR: fi(t)<a-e’ i=1,2.

Hierbei ist allerdings zu beachten, dass die Existenzbereiche der Laplace-
Transformierten im allgemeinen nicht mehr Cp~ sind. Seien also fo := L7H{Fy}, fi :=
LY F,} zwei Funktionen iiber R, die fiir ¢ < 0 identisch Null gesetzt werden, also
verschwinden sollen. Geniigen Fi, F, den Voraussetzungen des Umkehrsatzes und sind
f1, fo exponentiell beschrankt bzw. gilt, dass die Faltung von fi, f5 bis auf Nullmengen
beschrénkt ist, also || fi * fo||r., < M, M € R oder sind fi, fo € Ly, existiert nach 2.2.8

ein sy € C derart, dass die Integrale
/ o= fo(#)] dt umd / e fy(1)] dt oder (2.3)
0 0

|1 f)(0)] i fi alle s € G existioren 24
0

L{AYs) - £LRY ) = [ e ars [T e o
- /_ e fy () dr - / T e fy(0) da

_ /_ i =07 £, (7) /_ Z e::w folz) de dr

Fithrt man nun die Substitution x = ¢t — 7 durch, so folgt:

L{f1}(s0) - L{f2}(s0) = /_OO e T fi(7) /_00 e £t — 1) dt dr .

o o¢]

Da die Integrale entsprechend (2.3),(2.4) existieren, kann nun die Reihenfolge der

Integration vertauscht werden:

/_Z /_Z e fy(T)e T fo(t — 1) dr dt = /_Z e S0t /_Z A fat—7)drdt.

Stellt man nun noch fest, dass aufgrund der Voraussetzungen

[y F(7) ot — 7) dr, fiir t >0

0, firt <0

/ Z () falt — 7) dr =
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gilt, so ergibt sich

LU} (s0) - L2} (s0) = / et / Fi(P) falt — ) dr dt = L{fy * f2}(s0)

Da Fy, Fy den Voraussetzungen des Umkehrsatzes geniigen und f; := L7 F}, fo :=

LY Fy} exponentiell beschriinkt sein sollen, kann man feststellen, dass

Fy(s) := Fi(s) - Fa(s) = L{f1}(s) - L{S2}(s) = L{fv * f2}(5)

und damit erhalt man

falt) = L) = (fi  f2)(t) = / f1(7) - falt —7) dr 0

Schlieflich wird noch eine Ungleichung beziiglich der Faltung bewiesen, die fiir eine

der spateren Fehlerschranken notwendig sein wird.

2.2.12 Lemma
Seien f,g € Ly(R>g — R) und es gelte fir alle t < 0: f(t) = g(t) = 0. Dann gilt

1 * gllw < [fllzallgllz, -

Beweis

Als erstes wird die Ungleichung von Young entsprechend [6, 12.1 Lemma] genutzt, um
damit einer zum Beweis der Holder- Ungleichung, entsprechend [3, Kapitel VI 1.5],
analogen Betrachtung nachzugehen. Das Ergebnis dieser Vorgehensweise wird eine
zur Holder- Ungleichung analoge Abschétzung fiir das Supremum des Betrages einer

Faltung von L, - Funktionen liefern.

(a) Youngs Ungleichung:
Fiir alle A, B > 0 und p,q € (1,00) mit %—1— % =1 gilt

AP B4
AB< -+

(b) analog zur Holder Ungleichung:

Seien f,g € Ly(R>p — R) mit f(t) = 0,9(t) = 0Vt < 0. Dann gilt V¢,7 € R
[f(7) - g(t —7)| @) f@OF L =P

T =

(1R dn)* ([ lgte =l dr) 2 Jy 1 @Pdr 2 flg(t —7)P dr
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Integration von 0 bis oo liefert Vt € R

o5 17) - glt — 1)l dr
(e 1P dr)i (fo gt =) dr)’
JL17() - gt = ) dr
(e 1P dr)% (i lgtt - P dr)’

© T F@PA et —n)Pdr
S 2 [FI@Edr 2 gt - dr

N /|f t—r)|d7<(/0°°| |2dT> (/ |gt—7']2dr)

(c) Nun erhélt man mit der Substitution z =t — 7

[ 150 gt -nar < ([T u@rar) ([ la-npar)
([ \f(7)|2d7>; (- towg<z>|2dz)é
- (/ oo|f(7)|2d7); ( Ot|g<z>|2<alz)é |

| 10 -gte = ryar

< esssup ( / f(r o—T)|dT),intmon. wachsend
_ }iro“o(/ F(r t—7)|d7)
(o) ([ o 'dT))

- (/Ooolf(f)|d7>2(/o |<>|d7)2

= [l llgllc,

,dag(t—71) =07 >t gilt

N

—~

(d) Und damit erhdlt man

If*gllee. = esssup([f*g|) = esssup

INE

]

Um ein MaB fiir den durch die spéter erlduterte Approximation entstehenden Fehler

im Zeit- und Frequenzbereich zu erhalten, werden jetzt Funktionenrdume {iber Cg~g
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betrachtet, die, wie sich zeigen wird, gut geeignet sind, um das Bild des L, unter der

Laplace-Transformation zu charakterisieren.
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2.3 Hardy-Raume

Im folgenden werden Normen im “Frequenzbereich” eingefiihrt.

Fiir das spéter betrachtete Approximationsproblem sind lediglich Hardy-Réume auf
der rechten komplexen Halbebene Cg.y von Interesse, weshalb die Definition und
die Betrachtung im folgenden auf diese beschrénkt wird. Hier sei noch erwéhnt, dass
Hardy-Raume in der Literatur auch auf der linken komplexen Halbebene Cg.o und

der Einheitskreisscheibe betrachtet werden.

2.3.1 Definition
Fiir p € [1,00) ist der Hardy-Raum auf der rechten komplexen Halbebene
H,(Cpso — C") definiert durch:

>0

H,(Cgsg — C") := {F : Cpag — C” ‘F holomorph, sup/ | F(z + iw)[[Pdw < oo} )
R

Die Norm ist dann:

1 . ,
|-l ¢ Hy(Crop — C) — Rsg, F s || Fllu, = (sup o+ [ IFG w>||§;dw) .
R

x>0 2m

Fiir p = oo wird dann der Raum und die dazugehorige Norm folgendermaflen definiert:

Hoo(Crso — C") = {F i Crag — C”

F holomorph, sup ||F(s)| < oo ¢,
R(s)>0

| oo (Crso) * Hoo(Crso — C") — Ryo, F' = || F|| 1o (Cpso) i= %?U;po | E(s)]| -
s)>
Nun folgt ein Satz, der zeigt wie eng die H,, Lo Normen und die Laplace-
Transformation zusammenhéngen. Denn es wird festgestellt, dass fiir eine bestimmte
Klasse von Funktionen die L, Norm im Zeitbereich und die Hy Norm der Laplace-

Transformierten im Frequenzbereich iibereinstimmen.
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2.3.2 Satz
Betrachtet man die Laplace-Transformation auf Ly(R>o — C™), so handelt es sich um

einen linearen isometrischen Isomorphismus und damit gilt:

L LQ(RZO — (Cn) — H2(<C§R>0 - Cn) )
L' 1 Hy(Cxsg — C") — Ly(Rso — C")

des weiteren gilt fiir die Lo- und H,- Normen:

Vf € Ly(Rso — C") ¢ [|L{f}HlmaCroo—tm) = If | oo —cm) -

Beweis

[7, Theorem 24]

2.3.3 Bemerkung

i) Als erstes ist zu bemerken, dass entsprechend [7, Proposition 23] die Laplace-
Transformation nur fiir Ly N Lo definiert ist. Dies ldsst sich auf den Ly verall-
gemeinern, wie in [7, Theorem 24| bewiesen wurde. Aulerdem gilt, dass F nicht

auf iR definiert ist, aber dass der Grenzwert lim F(s) fast iiberall existiert.

R(s)—0
ii) Um die Hy- Norm tatséchlich auszurechnen ergibt sich aus dem Beweis von
[7, Theorem 24|, sowie der Aussage in [7, Proposition 9] die niitzliche Folgerung,

dass fiir eine Funktion F' € H, die Norm durch

1 1
1 . 2 1 . 2
1Pl = (s 5= [ PG+ as)” = (5 [Pl a0)

berechnet werden kann. Es reicht also iiber die imagindre Achse zu integrieren,

da das Maximum des Integrals in genau diesem Fall angenommen wird.

Damit hat man eine Norm der Laplace-Transformierten einer Funktion f im Frequenz-
bereich, die mit einer Norm der Funktion f im Zeitbereich iibereinstimmt. Hiermit ist
es nun moglich fiir die Funktionenklasse Hs einen durch die Approximation im Fre-
quenzbereich enstandenen Fehler auf den Zeitbereich zu iibertragen und Aussagen zu

treffen, wie sich der Fehler im Zeitbereich verhélt.
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2.4 Differentialalgebraische Gleichungen

Im Folgenden soll klargemacht werden, wie eine DAE der Form

Ei(t) = Az(t) + bu(t) (2.5)
im Frequenzbereich gelost werden kann. Hierbei seien

E,AcR™" beR™ wu:C°R—R), mmneN z¢cC(R—R".

Bei der Losung im Frequenzbereich geht man so vor, dass man das Problem (2.5)
durch eine Laplace-Transformation in den “Frequenzbereich” transformiert. Hier-
bei muss man allerdings bedenken, dass somit die Laplace-Transformierbarkeit der
Losung = gefordert wird. Diese ist allerdings nicht allgemein gegeben, weshalb nicht-
transformierbare Losungen mit diesem Ansatz nicht betrachtet werden kénnen, also
verloren gehen. Durch die Transformation fithrt man die Differentiation auf algebrai-
sche Operationen zuriick und insbesondere das Losen von Differentialgleichungen ge-
staltet sich somit einfacher. Mithilfe der Laplace-Transformation ldsst sich nun das
Problem (2.5) 16sen, indem man zuerst eine Laplace-Transformation durchfiithrt und
dann nach der Losung X umstellt. Die “Eingangsfunktion” u muss stetig und Laplace-
transformierbar sein. Dariiber hinaus seien £, A € C*", b€ C", u:C°(R — R).
Im folgenden seien X,U die Laplace-Transformierten von z,u und es wird von ver-

schwindenden Anfangswerten ausgegangen, also x(0) = 0. Damit erhélt man
EsX(s) = AX(s) +bU(s) = X(s) = (Es — A)~"bU(s) . (2.6)

Man sieht sofort, dass bei dieser Vorgehensweise Es — A invertierbar sein muss. Bei
Es — A handelt es sich um eine Matrix, deren Eintrige Polynome ersten Grades sind.
Somit muss Fs — A iiber dem Ring der Matrizen, deren Elemente rationale Funktio-
nen in s sind, invertierbar sein. Das heifit, die Determinante det(Es — A) darf nicht
dem Nullpolynom entsprechen. Fiir die Problemstellungen, die in den Ingenieurswis-
senschaften auftauchen, ist oftmals nicht der gesamte Losungsvektor von Interesse,
sondern lediglich eine Komponente dieses Vektors. Aus diesem Grund werden alle
weiteren Notationen, sowie die spéitere Suche nach den Fehlerschranken, auf die Be-

trachtung einer einzigen Losungskomponente abzielen.
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2.4.1 Bemerkung

i)

ii)

iii)

Im Folgenden sei

H:C—-Cv™ | s— FEs— A,
X,:C—C , s—efX(s) fiir ein festes k € N.

Die komplexwertige Funktion

_ Xi(s)

Gr:Crso — C, s+ el H (s)b 0(s)

ist dabei eine elegante Moglichkeit die Losung einfach darzustellen. Wenn man
sich vor Augen fiihrt, dass die Losung damit durch X, = Gj - U gegeben ist,
so “iibertrégt” die Funktion G} das Eingangssignal zum Ausgangssignal. Des-
halb wird sie auch Ubertragungsfunktion genannt und gibt das Verhéltnis von

Ausgangs- zu Eingangssignal an.

Nach dem Faltungssatz 2.2.11 entspricht Gy - U der Originalfunktion g *
u, falls Gy und U den Voraussetzungen des Umkehrsatzes entsprechen und
die Riicktransformierten reell und exponentiell beschrinkt sind. Man kann
also feststellen, dass die Ubertragungsfunktion im Frequenzbereich einer
“Ubertragungsfunktion” im Zeitbereich entspricht, die die DAE fiir eine Kompo-
nente 16st. Diese Funktion wird in der Mathematik als Greensche Funktion und

im technischen Bereich auch als Gewichtsfunktion bezeichnet.
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Kapitel 3

Approximation der Losungen von

DAEs

3.1 Methode der symbolischen Approximation
Die Aufgabenstellung, die sich nun entsprechend 2.4 ergibt, ist
(Es —A)X(s) = H(s)X(s) =bU(s)

symbolisch zu 16sen, um das spétere Systemverhalten ablesen zu koénnen. Das grund-
legende Problem, dass sich hierbei ergibt, ist, dass H : s — H(s) symbolisch zu
invertieren selbst fiir moderne Rechner zu aufwendig ist, da bei der Invertierung die
Grofle der symbolischen Ausdriicke zu stark anwéchst.

Das Ziel ist H so zu verindern, dass die neue Matrix H = H — AH zwei Bedingungen
erfiillt. Zum Einen soll die Inverse H~! wesentlich einfacher zu berechnen sein und zum
Anderen soll die durch H erhaltene Losung Xj, = e, H*bU nah an der urspriinglichen
Losung liegen, also X, ~ X}, wobei die “Niihe, ~” in 3.2 mit Hilfe von Normen, niher
betrachtet wird.

Diese Ziele werden erreicht, indem in den Elementen von H, die ja Polynome ersten
Grades in s darstellen, Terme identifiziert werden, die man vernachléssigen kann. Ent-
sprechende Terme werden dann einfach Null gesetzt. Hierdurch wird H offensichtlich

einfacher, wodurch die Invertierung in den meisten Féllen leichter wird. Da nur Ter-
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me “gestrichen” werden, die in angemessenen Grenzen zu vernachlissigen sind, wird
dariiber hinaus sichergestellt, dass der entstehende Fehler X, — X, moglichst “gering”
gehalten wird. Eine genaue Erklarung und Herleitung des Algorithmus ist in [5, Kapitel
2.4] zu finden. Eine grundlegende Frage, die in diesem Zusammenhang allerdings offen
bleibt, ist, wie sich der Fehler im Frequenzbereich AX), = X, — X}, auf den Zeitbereich
auswirkt. Wie sich also AX}, auf Az, = x;, — ), auswirkt.

Diese Problemstellung soll nun hier betrachtet werden.

3.2 Fehlerabschitzungen

Als erstes wire es niitzlich sich klar zu machen, welcher exakte Fehler im Zeitbereich
bei einer Approximation der Matrizen im Frequenzbereich auftritt und wie man

diesen berechnen konnte.

Mit den in Abschnitt 2.4 gemachten Betrachtungen und Begriffen ist nun klar, dass sich
die Losung einer Komponente des Losungsvektors mit Hilfe der Ubertragungsfunktion

darstellen lasst als:
Xi(s) = Gr(s)U(s).
AuBerdem sieht man sofort, dass eine Anderung in der (i,j)-ten Komponente der Matrix

H(s) = (Es — A) zu einer geinderten Matrix
H(s) = (Es—A— AH(s))
und damit zu einer gesinderten Ubertragungsfunktion
Gr(s) = exH '(s)b
fithrt. Damit ergibt sich die Losung des “approximierten” Problems zu
Xi(s) = Gi(s)U(s).

Im Frequenzbereich folgt damit, dass der durch die “Approximation” gemachte Fehler

folgendermaflen aussieht:

AXi(s) = Xi(s)=Xi(s) = Gu(s)U(s)=Gr(s)U(s) = (Gr(s)—Gi(s))U(s) = AGk(s)U (s)
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Um den Fehler zu bestimmen, reicht es also aus, die Differenz der
Ubertragungsfunktion zu kennen. Kennt man die Ubertragungsfunktion, so erhélt

man folgende Abschéitzungen:

3.2.1 Theorem

Seien £, A € R™" b € R™! und H(s) := Es— A sowie Gy(s) := el H~'(s)b, H sei also
invertierbar. Weiter sei H(s) := H(s) — eihel , h € R[s|, wobei h ein Polynom ersten
Grades in s sei. Damit erhilt man Gy(s) := el (H(s) — F[‘l(s)) b. Und schlieilich die

fiir dieses Theorem wesentlichen Obejekte:
AGk = Gk — G~k, A$k = E_l{AGkU} .
Ist Agy := L71(Gy) : Rsg — R, so folgt:

i) Geniigt A Gy den Voraussetzungen des Umkehrsatzes 2.2.7 und ist
u € Ly(Rsp — R), AGy, € Hy(Cgsg — C), so gilt

[Azg|l., < [[AG]mllullL, -

ii) Mit u € La(Rsg — R) und A Gy € Hyo(Crsg — C) erhilt man

[Azg|l, < [[AGk|alullL, -

111) Mit U € Hoo((CgR>0 — (C) und A Gk € H2<C§R>0 — (C) gllt

[Azgll, < [[AGH|a U] 5. -

Bewets

Ersteinmal ist festzustellen, dass mit AGjy, € Hy(Cysg — C), aufgrund von Satz 2.3.2,
Agi € La(Rsg — R) folgt.

Fiir die erste Aussage:

2.2.11 2.2.12 2.3.2
Az, "= [Agr*ulle. < [[Agllr.llull, "= |AGk|m,llullz, -
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Fiir die zweite Aussage:

232
|Azg||L, | A X,

= (sup—/ |AGK( $+ZW)U($+W>H§dW>

>0 2m

1
2

= <sup x / |IAGE(z +iw)U (z + iw)|2dw) )
R

>0 4T

IA

<Sup—/HAGk||H |U(z + iw)] dw)

33>0

— 186G (swp o [ 106 +iwlBa)
x>0 47 JRr
S IN AP
IAGH el

Fiir die dritte Aussage (analog zur zweiten):

232
|Azg||L, | A X,

= (Sup—/ |AGK( x—i-zw)U(x—l—zw)\@dw)

>0 2m

1
2

1

- <supi /R |AGk(x+iw)U(a:+iw)|2dw)

>0 27

< <Sup—/ 1U 5 | AG(z + iw)| dw)
x>0 2
= |U|lu., (supQ—/ ]\AGk(x+iw)|\§dw>
x>0 24T Jr
= ||AGk|m U] #.. -

Da es, was den Aufwand betrifft, schwierig ist
AGy = (Gy — Gy) =ep(H = (H—AH)™Mb

symbolisch durch die Invertierung von H und H — AH zu erhalten, wird nach einer

giinstigeren Darstellung von AG) gesucht. Dazu der folgende Satz, mit dem dann

H™'— (H — AH)™! umgeformt werden soll:
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3.2.2 Satz (Sherman-Morrison-Woodbury Formel)
Sei A € C™" invertierbar und U € C™, VT € C™", m < n, sowie I,, die Iden-
titdtsmatrix der Dimension m. Dann ist A — UV7 genau dann invertierbar, wenn

I, — VT A='U invertierbar ist. Ist A — UV7T invertierbar, so folgt

(A-UVHt=A" - A UL, - VAT U VTAT.

Beweis
Teil 1:
I vr )
Betrachtet man M = A und stellt dies als Produkt wvon Block-
U
Diagonalmatrizen dar:
M I 0 I vT I vT I—-VTA7'U 0
U A-UVT 0 I 0 A AU I
dann folgt:

det (M) = det(A—UVT) =det(A)det (I —VTAT'U) #0
= A—-UVT regulir < I —VTA™'U regular .

Teil 2:

Seien I, I,,, Einheitsmatrizen der Dimension n und m

(A-U0vhHAt - AU, -VTATTU) v AT
= I,-UVTA? — U, -VTA'U)tvT At
+UVTAT UL, —VTAT U VT AT
= L+ U[~Ly— (L= VTATU) T + VT AT UL, — VAT D) VT AT
= L,+U[-I,— (I, +VTAT'U)(I, - VTAT'U)" | viA™
= 1,

Nun wird dieser Satz genutzt, um eine Darstellung fiir AGy zu gewinnen.
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3.2.3 Theorem

Gegeben seien E, A € R und H : C — C"", s — (FEs — A), sowie AH : C —
C" " s+— AH(s), wobei AH bis auf das (i, j)-te Element eine Nullmatrix sei. Im (i, j)-
ten Element stehe ein komplexes Polynom maximal ersten Grades. Mit den Schreib-

weisen

1@

-1 _  Tp-1 -1 _ Tyy—1
h,, = e H -, hij =e H

gilt:
hi AH R
AG, = —Jlb
AHwhﬂ
Beweis

Wiihlt man V und U entsprechend AH = VT .U folgt

AG = G-G=[H)"—(H-AH)™]b
22 [ - H T HU(L, — VIH'U) W H b
= [H'U(I,-V"H'U)'VTH ']b.

Besitzt AH nur ein Element AH,; ; ungleich Null, so ist AH mit U,V € C™*! darstell-
bar, wodurch sich AG weiter zu

H'AHH! b
1-VTH-1U

vereinfachen lasst. Betrachtet man nun AGjy, wahlt Vi, = 0Vk # 5, V; =1,

Up =0VEk #1,U; = AH, j , so erhélt man

H'AHH™' W AHH IAHWh],l

—VTH-U — AHh — AH k!

(VAT (RS T}

Hier ist festzustellen, dass es sich um ein gebrochenrationales Polynom in s handelt:

b ()M (1 6),
1— AHg;(s)hy;'(s)

]

Um nun einen Eindruck von der Art des Fehlers und den gezeigten Fehlerschran-

ken zu gewinnen wird jetzt ein akademisches Beispiel mit iiberschaubaren Matrizen
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E, A € R?*3 betrachtet. Hierbei werden die Ubertragungsfunktionen direkt und nicht
mit Hilfe der Sherman-Morrison-Woodbury Formel berechnet, da die durch direkte
Rechnung entstehenden Polynome wesentlich einfacher sind. Dafiir wird ein gréferer
Rechenaufwand in Kauf genommen, der bei einem 3 x 3 Beispiel allerdings nicht pro-
blematisch ist. Danach werden die Fehlerschranken an einem realen Beispiel, einer
gewoOhnlichen Emitter-Verstiarker-Schaltung, getestet, wobei festgestellt wird, in wel-

chen Fillen die Schranken keinen Informationsgewinn liefern.

3.3 Akademisches Beispiel

3.3.1 Losung des ungestorten Systems

Betrachtet wird nun die DAE, Ei = Az + bu, mit

1 0 -1 i 0 1 100 7 0
104 0 1| |i|l=] -1 0 1 | |a|l+]|1] v, (3.1)
0 -1 0 iy 1075 1 0 3 0

wobei hier festzustellen ist, dass es sich um ein gewohnliches Differentialgleichungssys-
tem 3. Ordnung handelt, was genutzt wird, um den Fehler im Frequenzbereich zu be-
rechnen und dann die Werte der Fehlerschranken direkt mit dem Fehler im Zeitbereich

zu vergleichen. Im Frequenzbereich ergibt sich, entsprechend (2.6), das Gleichungssys-

tem
-1
Xi(s) S -1 —s — 100 0
X=H"us | Xy(s) | =[10%+1 0 —s—1 1] Uls)
Xs(s) 10°°  —s—1 0 0

Betrachtet man nun die Ubertragungsfunktion

Go(s) = eyH '(s)b
s+ 100
100010s® + 30101052 + 10201001s 4+ 10000001

so ergibt sich die Losung

_ 54100
Xa(s) = 10001033+30101052+10201001s+10000001U(S) :
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Um die spater berechneten Fehlerschranken einschétzen zu kénnen, werden sie mit dem
exakten Fehler im Zeitbereich verglichen. Dazu wird nun die Losung im Zeitbereich
ermittelt.

Betrachtet wird die DAE (3.1). Es ergibt sich das Differentialgleichungssystem

i = E'Ax+ E 'bu

. 10000 10000 990000 10000
1 <t) 7710001 10001 10001 ! <t) 10001

i) | = 0% -1 0 zo(t) | + 0 u(t) .
. 10000 1 10100 10000

$3(t) 10001 10001 10001 $3(t) ~ 10001

Um dieses System zu losen, ist es notwendig sich auf Eingangssignale, also Inhomoge-
nitdten des Differentialgleichungssystems, festzulegen.

Betrachtet wird eine typische L, - Funktion.

m o= Llu}(s) = Ui(s)
u(t) = = u H(s) = Ui(s) =
0, sonst (s +1)*
Die Losung fiir x5, u ergibt sich zu
(
a-et+b-tel+c-t2et
@ +d - e 1001 08 ( 15575 V989999850010t )
X2 - )
+f e 101 sin( 5k V989999850010¢), fiir ¢ > 0
\0, sonst

wobei die Losungen fiir ¢ < 0 Null gesetzt werden, da nur positive Zeiten von Interesse

sind. Die Konstanten a, b, c,d, f € R sind zu lang, um sie hier explizit anzugeben.

Nun werden zwei Stérungen der Matrix H und der daraus resultierende Fehler betrach-

tet.
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3.3.2 Polynomiale Storung des Systems

Es wird ein polynomialer Teil in Hog Null gesetzt. Zum Beispiel sei entsprechend (3.1)

S —1  —s—100 0 00
H=H-AH = |10%s+1 0 —s—1 [ —]10%s+102 0 0
1075 —s—1 0 0 0 0

s -1 —s-100

= [1-10% 0 —s—1

107°  —s—1 0

Daraus ergibt sich die Ubertragungsfunktion zu

& (s) = s+ 100
227710000053 4 29990052 + 101899015 + 9990001

womit sich der folgende Fehler im Frequenzbereich ergibt:

AXQ(S) = XQ(S) - XQ(S) = (G2 - éQ)U(S)

_ 10(s241105+1000) (s+100) U(s)
(100000s3+29990052+10189901s+9990001) (10001052 +201000s—+ 10000001)

Zur Veranschaulichung dieses Fehlers ist der Graph von |AGs(s)| auf iR in Abbildung

3.1 zu sehen.

Zur Berechnung der Fehlerschranken ist es notwendig festzustellen, welche Voraus-
setzungen von Theorem 3.2.1 gelten. Da die Ubertragungsfunktionen, die bei DAEs
der Form (2.5) entstehen konnen, immer gebrochenrationale Polynome tiber C sind,
folgt, dass AG}, ebenfalls ein gebrochenrationales Polynom in s ist. Fiir solche Funk-
tionen entspricht die Forderung AGy € Hy der Forderung, dass AG), keine Polstellen
in Cy>o besitzt und der Nennergrad wenigstens um eins grofler ist als der Zahlergrad.

Wie man leicht feststellt, ist dies bei AG5 der Fall. Die Polstellen liegen in Cg.o. Au-

1

7o sowie L{cos}(s) =

Berdem ist interessant zu bemerken, dass L{sin}(s) = T
Polstellen auf der imaginédren Achse besitzen. Damit liegen diese nicht in Hy. Da, um
die Hy- Norm zu erhalten, GGy iiber eine Parallele zur imagindren Achse integriert wer-
den muss, erhdlt man durch die analytische Landschaft eine Veranschaulichung des
Problems: Zur Berechnung der Hs- Norm muss man das Supremum des Integrals von
|G2|3 iiber alle zur imaginéren Achse parallelen Geraden in Cgso finden. Wie bereits

in 2.3.3 erwéhnt, liegt dieses Supremum fiir H,- Funktionen immer auf der imaginéren
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Abbildung 3.1:

- Fehler im Frequenzbereich, logarithmische Skala
10 T T T
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10

-12|

10

—14

10716 |

10—18 |

10 "

—2

10 10° 10° 10 10
s auf der imaginaeren Achse

Achse. Das entsprechende Bild 3.2 veranschaulicht diese Feststellung. Als Normen der

Ubertragungsfunktion und des betrachteten Eingangssignals ergeben sich

1
1 3
|AG ||, = (sup—/HGg(aH—iw)Hgdw) ~ 2.6893-107®
>0 2T Jg
|AGs||lg, = sup [|Ga(s)], ~ 3.5949 - 107®
R(s)>0
1 1
1Wlm = 5= llulr., lullze = = [Ullo =1,

Womit sich nach 3.2.1 fiir u(t) = te™" die Fehlerschranken

|1AZs . < |AGy||m,l|ulln, ~ 2.6893-107% . — ~ 1.3446 - 10°®

._l\Dlr—t

|Azs|l, < [|AG:||m||ullz, ~ 3.5949 - 107% - 5 ~ L1975 1078
ATz, < ||AG|m||U]| ., ~ 2.6893-107% -1 = 2.6893 - 10°®

ergeben. Um nun einen Mafstab fiir die “Giite” des Fehlers zu erhalten wurde das
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Abbildung 3.2: analytische Landschaft von AGo
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gestorte System im Zeitbereich gelost:

( ~
a-et4+b-tet+¢-t2e?

+d - e~ 30m" cos(551/395604039¢)
+f - e 200’ sin(5h51/395604030¢ ), fiir t > 0

\ 0, sonst

wobei a, B, c, cz, f reelle Konstanten sind. Aus dieser Losung ergibt sich der analytische
Fehler iiber ||Azy(t)|l2 = ||z2(t) — Z2(t)]|2. Um diesen zu veranschaulichen, ist in Ab-

bildung 3.3 der Graph von [|Axzy(t)||2 und ||z2(t)||2 dargestellt. Mit Hilfe der exakten
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Abbildung 3.3: Fehler im Zeitbereich

1A %,01
1,00

Fehler im Zeitbereich ergeben sich die abgeschétzten Normen fiir u zu

| Ay, ~2.9438 1077 < ||AGa| m,llullL, ~ 1.3446 - 107°

Az, =~ 4.38167° < ||AGs| g ||lullz, ~ 1.7975 - 107®
~ 4381677 < ||AG||m,||U ||l ~ 2.6893 - 107° .

Man sieht an diesem Beispiel interessanterweise, dass durch die komplette Streichung
eines polynomialen Teils mit kleinem Vorfaktor (107 - s) tatséchlich auch ein sehr
kleiner Fehler zustande kam. Bereits die Fehlerschranken prognostizierten, dass der
Fehler im Vergleich zur Ubertragungsfunktion gering ist. Interessant ist auch, dass
die Schranke fiir den L, in diesem Fall relativ genau ist. Das war eigentlich nicht zu
erwarten, da man das Maximum von Az, iiber die Ho- Norm im Frequenzbereich und

damit iiber ein Integral einer Transformierten Gréfie abschétzt.
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3.3.3 Konstante Stérung des Systems

Nun wird ein konstanter Teil in Hs; mit AHz, = 107° Null gesetzt. Also ist entspre-
chend 3.1
-5 -1 —s — 100
H=H-AH = [10%s+1 0 —s—1
0 —s—1 0
Daraus ergibt sich der Fehler im Frequenzbereich fiir x5 zu

AGQ(S) — s+100

100010s3+301010s24-102010015+10000001

und man erhalt fir v die Fehlerschranken:

|AZs||l.. < I|AG:||m,l|ullL, ~ 8.5400 - 107°% - — ~ 4.2700 - 10~°
|Azs||L,

1
1Azs]lz, < IAGaly lullz, = 1077 3 =9 107°.

AN
N —

IAGs || 1, |U || 1., = 8.5400 - 107° - 1 ~ 8.5400 - 107°

Um zu verdeutlichen, wie sich in diesem Fall die Normen ergaben, ist in Abbildung 3.4
die analytische Landschaft des Fehlers im Frequenzbereich zu sehen. Zum Vergleich
wird nun wieder der exakte Fehler im Zeitbereich iiber die Losung des Differentialglei-

chungssystems ermittelt.

Fiir den exakten Fehler im Zeitbereich Axy = x5 — T, ergeben sich die Fehler zu

|Azs L, ~4.3451-10° < [|AG:| 4 llullz, =5-107°
|Azy|, =~ 4.3451-107% < ||AGs||m,||U || g ~ 8.5400 - 107°

|Azs||p, ~2.7302-107% < ||AGs||m,||ulL, ~ 4.2700-107°

womit sich ein zur ersten Storung dhnliches Bild ergibt. Interessant hierbei ist, dass
bei der ersten Storung ein polynomialer Teil gestrichen wurde, die Fehler allerdings
um 2 Potenzen kleiner waren als beim Streichen einer kleinen Konstanten. Um ge-
nau zu sein, liegt der relative Fehler %

Streichung des Polynomialen Terms wesentlich geringer ist. Weiterhin ist festzustellen,

sogar bei 100%, wahrend dieser bei der

dass die ermittelten Fehlerschranken beim ersten und zweiten Beispiel bei dem zwei

bis sechsfachen des wirklichen Fehlers liegen.
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Abbildung 3.4: analytische Landschaft von AGq

TR
W \\\\\\\ \\\\\\\\
\\\\\ N \\ \\\\\\\\\\‘\‘\\\

\\\\\\

!
i
«\“\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\\\ \\\\\\\\ X

RN \\\ \\\\ \\\\\\

\
ALY ~‘\\ \ il \\\\\\
RN NN \

3.4 Reales Beispiel

Der Fehler wurde numerisch punktweise fiir
A Xp(s) = Xi(s) — Xi(s) = eEHY(s)b(s) — el H(s)b(s)

gebildet.

Nun ein Beispiel anhand dessen man einen Eindruck fiir den Fehler in Abhéngigkeit
von der “Frequenz” A Xj(s) gewinnen kann. Es handelt sich um ein nicht akademisches
Anwendungsbeispiel, um genau zu sein eine gewohnliche Emitter-Verstéirker-Schaltung

“Common-emitter-amplifier”. Die entsprechende Schaltung ist in Abbildung 3.5 zu
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sehen.

Abbildung 3.5: Verstarker-Schaltung, rechts Transistor Ersatzschaltbild

C, =100 nF Cy. =5 pF

C,=1yF C,e =30 pF

R, =100 kQ R, =10 kQ

R, =47 kQ B =200
<>JVCC R.=2.2kQ Rs: = 1kQ

Ry = 1 kQ

R =47kQ

R.=1kQ

Das Beispiel, sowie die folgenden Matrizen stammen aus [5, 2.4.5]. Durch das Auf-
stellen und Vereinfachen der zum Schaltkreis gehorigen Gleichungen, also mit Hilfe
der Kirchhoffschen Regeln und den Elementbezichungen, ergibt sich eine Differenti-

algleichungssystem, die Laplace-transformiert die folgende Koeffizientenmatrix besitzt:

cls —cls 0 0 0 0 0 100
—cls T—ll—ﬁ-r%—&—cl s+cbc s+cbe s —cbe s —cbe s 0 —% 0 00 1
0 —cbcs Tl.:+71()+cfs+0bcs ) 175 —c2s 7i (]1 00 g3
1

0 —cbe s -5 petret g tcbes 0 0 —35: 00 -8
H(s) := 0 0 —2s 0 Lic2s 0 0 000
0 -L -1 0 0 H++ 0 010
0 0 0 - 01 0 ——-00-1

1 0 0 0 0 0 0 00 O
0 0 0 0 0 1 0 00 O
0 1 0 0 0 0 -1 00 0

Entsprechend des in 3.1 angedeuteten Algorithmus, der in [5, Kapitel 2.4] zu finden
ist, wihlt man eine bestimmte “Frequenz”, also eine rein imagindre Zahl w € R,
aus. Es wird ermittelt, welche Terme in der Matrix gestrichen werden koénnen, ohne
dass der Fehler im Frequenzbereich am Punkt w iiber eine vorgegebene Schranke ¢
wéchst. Dieser Punkt wird auch “Design Point” bzw. “sampling Point” genannt. Es
werden also alle Terme ermittelt, fiir die [|AXg(w)]l2 = || Xi(w) — Xp(w)]| < 6 gilt,

falls sie geloscht werden. Dies wurde in [5, 2.4.5] fiir dieses Beispiel bei einem Design
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Point von w = 100007 durchgefiihrt. Hieraus ergaben sich 24 Terme, die man in der
Matrix vernachléssigen kann. Im Folgenden wird der Fehler betrachtet, der nach dem

Streichen eines Teils des Elements hg o auftritt. Es wird % + r_12 + cbe s + cbe s geloscht,

womit sich
cls —cls 0 0 0 0 0 10 0
—cls cls —cbes —cbe s 0 —% 0 00 1
0 —cbcs i—i—%—&—cQs—l—cbcs —%0 —c2s —% 0 00 g
1
N 0 —cbes f% T—ée+i+m+cbes 0 0 7% 00 -3
H(s) = 0 0 —2s 0 L+c2s 0 0 00 O
1 1 1 1
o -4 -1 0 o L+L 0 o010
0 0 0 - 0 0 —-00-1
1 0 0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 -1000
ergibt. Insgesamt erhélt man eine algebraische Gleichung der Form
X(s) = H(s)-bU(s), mit
T
X = (VI V2 V3 V4 V5 V6 Vo Ivl luee Ib)
T
b = (O 00 0O0O0OO0ODT1TF@ O 0)

erhalten. Betrachtet man nun den Fehler, der in V5 entsteht, so ergibt sich fiir die

Differenz der Ubertragungsfunktionen

AG5(s) =es- (H™' — H)(s)b

- 24299(3-524-2027-107-5s—3998-101°).52

T 72897-5%4499479030180700- 53 +468382809380060451-105 52 +18628794645159-1012 - 54-3597738-1020
1034-10%(3-524-2027-107-5—3998-101%).52

T 31009143-54+212469868129769000-53+1992414209982781-1010-52+1694203466-1018-5+264-1026 °

Anhand dieser Funktion sieht man, dass die Fehlerschranken 3.2.1 i) und iii) in die-
sem Beispiel nicht anwendbar sind, da die Grade der Zahler- und Nennerpolynome
iibereinstimmen. Das heifit, dass diese Funktion asymptotisch gegen eine Konstante
strebt und somit nicht in Hs liegen kann. Genau dieses Verhalten ist in Abbildung
3.7 und anhand der entsprechenden analytischen Landschaft in der Abbildung 3.8 zu
sehen. Es lasst sich folglich nur die Fehlerschranke 3.2.1 ii) ermitteln. Vergleicht man

diese mit dem wirklich auftretenden Fehler, so erhélt man
1
|Azs||p, =3.4383-107% < ||AGs|a. - |U||l, = 51:4562 = 0.7281 .

An diesem Beispiel kann man interessanterweise feststellen, dass fiir die Streichung
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jeweils eines Terms der 24 moglichen Terme bei 22 der 24 Terme ein AG5 entsteht,
bei dem die Nullstellen in Cg( liegen. Damit ist fiir diese 22 Terme die zweite Feh-
lerschranke in 3.2.1 anwendbar. Auflerdem ist festzustellen, dass die beiden anderen
Schranken, zumindest in diesem Beispiel, fiir keinen der moglichen 24 zu streichenden
Terme anwendbar ist, da entweder gilt, dass der Fehler exakt Null betrdgt, bei acht
Termen, oder dass der Grad des Nenner- und des Zahlerpolynoms iibereinstimmen.
Abschlielend ist in Abbildung 3.6 zu sehen, dass eine Fehlerbetrachtung fiir den Zeit-
bereich tatsédchlich notwendig sein kénnte, da bei diesem Beispiel bereits ein relativer

Fehler von durchschnittlich ca. 487% auftritt.

Abbildung 3.6: Fehler im Zeitbereich
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(a) Fehler im Zeitbereich (b) Fehler im Zeitbereich, logarithmisch skaliert
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Abbildung 3.7: Fehler auf der imaginéren Achse, logarithmische Skala
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3.5 Ausblick

Abschlielend soll noch kurz erortert werden, wozu man die hier gewonnenen Fehler-
schranken nutzen konnte, und wie man an diesem Thema noch weiterarbeiten kénnte.
Betrachtet man ein beliebiges Problem das die Form (2.5) besitzt und in dem vie-
le Parameter vorkommen, so kann man mit Hilfe des in 3.1 umrissenen Algorith-
mus eine Approximation der DAE im Frequenzbereich durchfithren. Erfiillt die DAE
im Frequenzbereich die Eigenschaft, dass die Ubertragungsfunktion der betrachteten
Losungskomponente in Hy oder H, liegt, also der Nenner des komplexen Polynoms
um wenigstens einen Grad hoher oder gleich dem Zihler ist und das die Nullstellen des
Nenners in der linken komplexen Ebene liegen (Element Cg.() und ist man an einer
Eingangsfunktion in Ls, also einer absolut quadratisch integrablen Eingangsfunktion
interessiert, so kann man den Algorithmus leicht modifizieren, so dass der maximale
im Zeitbereich gemachte Fehler oder die Ls- Norm des Fehlers im Zeitbereich eine
vorgegebene Schranke nicht {ibersteigen diirfen. Dies wére in 3 einfachen Schritten zu

realisieren.

i) Ermittlung der Differenz der Ubertragungsfunktionen von originalem und
gestortem System mittels der Sherman-Morrison-Woodbury Formel entspre-
chend Theorem 3.2.3, die bereits im Algorithmus zur numerischen Fehlerbestim-

mung im Frequenzbereich angewandt wird.
ii) Berechnung des gewiinschten Fehlers mittels Theorem 3.2.1.

iii) Vergleich des abgeschéitzten Fehlers mit der vorgegebenen Fehlerschranke und

Verwerfen oder Annahme des Approximationsschrittes.

Was die Weiterarbeit an diesem Thema betrifft, so wiirde es niitzlich erscheinen ei-
ne Abschitzung der Form ||Axy|L., = [|[AGk|m,||ullr., zu erhalten, womit man den
maximalen Fehler im Zeitbereich auch fiir lediglich beschrankte Eingangssignale wie
Sinus oder Kosinus ermitteln konnte. Dariiber hinaus wére es wahrscheinlich lohnend
die Laplace-Transformation unter der Einbeziehung von Distributionen zu betrachten,

um dann mit Hilfe dieser die Menge der riicktransformierbaren Funktionen, durch eine
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Abschwichung der Voraussetzungen des Umkehrsatzes 2.2.7, zu erweitern. Und man
kénnte untersuchen, ob ein Zusammenhang zwischen der || - || g,- Norm von AGy und
dem tatséchlichen Fehler im Zeitbereich existiert, sofern die Eingangsfunktion nicht in

Lo liegt.
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