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Kiirschaksche 2n-Ecke (I)

1 Einleitung

Betrachtungen zu allgemeineren Polygonen als reguldre n-Ecke sind zeit-
geméifl. So stellte G.C. Shephard 1998 in ,pratt sequences and n-gons®
einige ausgewihlte Eigenschaften von beliebigen n-Fcken vor. Wir unter-
suchten in unserem Projekt, welches wir 1999 beim Landeswettbewerb , Ju-
gend forscht“ verteidigten, ebenfalls Vielecke, die jedoch Verallgemeinerun-
gen von regulédren n-Ecken darstellen.

Die Idee zu diesem Projekt lieferte uns die Arbeit [1] von W. Mégling aus
dem Jahr 1985, in der er eine von dem ungarischen Mathematiker Kiirschak
gefundene Eigenschaft am reguliren Zwolfeck auf spezielle 2n-Ecke ver-
allgemeinerte. Er nannte diese besonderen Zwolfecke Kiirschaksche Zwilf-
ecke. Wir iibertrugen diese Definition auf 2n-Ecke, die wir entsprechend
[1] Kiirschaksche 2n-Ecke nannten und auf verschiedene Eigenschaften hin
untersuchten.

Kiirschaksche 2n-Ecke sind Verallgemeinerungen von reguléren Vielecken,
die nach unserer Definition im allgemeinen zwei verschiedene Seiten und
zwei verschiedene Winkel besitzen, welche sich stets entsprechend abwech-
seln. Ein bekannter Spezialfall ist das Kiirschaksche Viereck, das Parallelo-
gramm.

Wir untersuchten Kiirschaksche 2n-Ecke auch in Hinsicht auf die 1995 er-
schienene Arbeit von A. Florian [2], in der er eine Abschétzung iiber die
Summe zweier bestimmter Polygone angab. Diese Untersuchung ist aber
aus Platzgriinden nicht in diesem Artikel enthalten.

Ein zur Zeit noch offenes Problem in der kombinatorischen Geometrie ist
die von Linderholm 1986 ausgesprochene Vermutung (s. [3]). Sie betrifft
eine Hypothese iiber das Flachenverhéltnis eines beliebigen konvexen Berei-
ches und eines umbeschriebenen rechtwinkligen Dreiecks. In unserer Arbeit
haben wir diese Problematik fiir Kiirschaksche 2n-Ecke untersucht.

2 Definition

Ein 2n-Eck A1 A, ... As, nennen wir dann ein Kiirschaksches 2n-Eck, wenn
es folgende zwei Eigenschaften besitzt:

A1Ay = A3Ay = AsAg = -+~ = Ay 1 A2, = a,
AgA3 = AyAs = AgA7 = - = Ay, Ay = b, (1)
A2 A1 Ay = <A A3 Ay = <A A5 A = ... = <Aop—2Aon—149, = «,
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2 Kiirschaksche 2n-Ecke

QA1 Ax A3z = <A3ALAs = <A5A6A7 = ... = <Ay 142, A1 = . (2)
Vereinfacht kann man sagen, dafl ein 2n-Eck, bei dem abwechselnd kongru-
ente Seiten und Innenwinkel vorliegen, ein Kiirschaksches ist.

Fiir a = b heifit das Kiirschaksche 2n-Eck gleichseitig.

Fiir a = B heifit das Kiirschaksche 2n-Eck gleichwinklig.

Gilt gleichzeitig a = b und a = (3, so liegt ein regulires 2n-Eck vor.

Ay a A3 Fiir n = 2 erhélt man ein Par-
3 o allelogramm als bekannten
Spezialfall eines Kiirschak-

b b schen 2n-Ecks (siehe Bild 1).

o B Schon aus dem Schulunter-
Ay a Ay richt der Klasse 7 ist die
Bild 1: Parallelogramm als Kiirschak- Giiltigkeit der Eigenschaften
sches Viereck (1) und (2) bekannt.

Es sollen durchgéngig folgende Bezeichnungen gelten:

Das Kiirschaksche 2n-Eck A mit den Eckpunkten Ap, Ao, ..., Ao, hat die
Seitenléngen a und b sowie die Innenwinkelgréfien o und 3, das Kiirschak-
sche 2n-Eck B mit den Eckpunkten By, Bs, ..., Ba, hat die Seitenldngen ¢
und d sowie die Innenwinkelgréfien v und 4.

Das reguléire n-Eck P mit den Eckpunkten Py, P, ..., P, hat die Seitenlénge
p und die Innenwinkelgrofle 9, das regulire n-Eck @ mit den Eckpunkten
Q1,Qa, ..., Q2, hat die Seitenlinge ¢ und die Innenwinkelgrofie .

Die Winkelbezeichnungen ¢ und v werden fiir solche Winkel benutzt, die als
entscheidende Innenwinkel in ,,angesetzten“ oder ,,abgeschnittenen* Drei-
ecken enthalten sind.

3 Konstruktion

Die Existenz Kiirschakscher 2n-Ecke 148t sich mit Hilfe einer Konstruktion
beweisen. Wir fanden bisher drei Arten von Konstruktionen, von denen hier
nur zwei vorgestellt werden sollen.

3.1 ,,Ansetzen® von kongruenten Dreiecken an regulire n-Ecke

Es sei ein reguldres n-Eck Py Ps... P, (n > 2) bzw. eine Strecke (n = 2)
gegeben.
Uber die Seiten des reguliren n-Ecks bzw. der Strecke werden gleichsin-

nig kongruente Dreiecke mit den anliegenden Winkeln ¢ und 1 konstruiert
(siehe Bild 2 fiir n = 4).
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Kiirschaksche 2n-Ecke 3

Py Py = As

Es a8t sich leicht zei-
gen, daf das so entstande-
ne 2n-Eck A;As...As, ein
Kiirschaksches ist.

Dabei erhélt man:

fir ¢ + ¢ < 180° —
¥ ein konvexes, fir ¢ + @
1 > 180° — 1 ein konkaves

(sternformiges) Kiirschak- ﬁ
sches 2n-Eck sowie fiir 4+ P = 44 $ b Py = As
1 < 180° — ¥ wieder ein Ao

regulédres n-Eck.

Ay

Bild 2: 1. Konstruktion: Kongruente Dreiecke
an reguldres n-Eck ansetzen

3.2 ,,Abschneiden* kongruenter Dreiecke von reguliren n-Ecken

D Bei dieser Konstruktionsart
mufl wie bei der vorherigen
Konstruktion zunéchst ein re-
guldres n-Eck P Ps...P, gege-
ben sein, wobei jedoch n > 3
gelten muf.

Von diesem n-Eck ,,schneidet“
man an den Ecken gleichsinnig
kongruente Dreiecke ab (sie-
he Bild 3 fir n = 5), da-
bei muf} aber beachtet werden,
dafl diese nicht zu grof sind,

P A Ayt Py d. h. die abgeschnittenen Drei-
Bild 3: 2. Konstruktion: Kongruente Drei- ecke diirfen keine Punkte ge-
ecke vom reguliaren n-Eck abschneiden meinsam haben.

Es wird im Bild 3 deutlich, da§ an der Stelle P; (i = 1,2,...,n) die
kongruenten Dreiecke AAg;_oP;As; 1 (Ag = Aan) mit den Seitenldngen
As; _oP; =t und P;As;_1 = s abgeschnitten werden. Es entsteht also ein
2n-Eck A1As ... As,, welches ein Kiirschaksches ist, wie man sich schnell
iiberlegen kann.
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4 Kiirschaksche 2n-Ecke

4 Elementargeometrische Eigenschaften Kiirschakscher
2n-Ecke

4.1 Satze iiber Kiirschaksche 2n-Ecke

Es folgt nun eine Auswahl von Sétzen, deren Giiltigkeit mit elementaren
Mitteln nachweisbar ist.

Satz 1: Jedes Kiirschaksche 2n-Eck besitzt ein Drehzentrum M und geht
durch Drehung um M durch den Drehwinkel der Grofle % in sich tiiber.

Satz 2: Legt man die Punkte By, Bo, ..., Bs, auf den Seiten eines Kiirschak-
schen 2n-Ecks AjAs ... As, so fest, dal die Verhéltnisse A;B; : A;A;41
und A;B; : AjA;+1 jeweils konstant sind, wobei i = 2k — 1 und j = 2k
(1 <k < n) gelten soll, so ist das 2n-Eck B1Bs ... By, ein Kiirschaksches.

Spezialfall des Satzes: Die Seitenmittelpunkte eines Kiirschakschen 2n-
Ecks ergeben wieder ein Kiirschaksches 2n-Eck.

Satz 3: Waihlt man die Punkte By, Bs,..., By, so, dafl unter der Vor-
aussetzung, dafl das 2n-Eck A; A, ... Ag, ein Kiirschaksches ist, sowohl die
Dreiecke AAlBlAQ, AA?,B3A4, ceey AA2nle2nflA2n als auch die Dreiecke
NAyBy Az, NAyByAs, ..., NAg, Bo, A1 gleichsinnig kongruent sind, so ist
das 2n-Eck B1Bs ... By, ein Kiirschaksches.

Satz 4: Verldngert man die Seiten Aj Ay, A3Ay, ..., Aop_1 A, eines Kiir-
schakschen 2n-Ecks (n > 3) bis zu den Schnittpunkten der Verlingerun-
gen der Seiten AyAs, AgAs, ..., A3 A1 und bezeichnet die Schnittpunkte mit
Py, P3,...,P,, P, s0ist PiP,...P, ein regulires n-Eck. Analog verhélt es
sich mit den Verldngerungen der Seiten AsAs, A4As, ..., Az, Al

Satz 5: Verbindet man die Punkte Ay, As, ..., As,_1, Ay eines Kiirschak-
schen 2n-Ecks der Reihe nach miteinander, so ist das n-Eck A1 A3 ... Ao, 1
regulidr. Analog verhilt es sich mit den Punkten Ay, Ay, ..., Aoy,

Satz 6: Jedes konvexe Kiirschaksche 2n-Eck ist genau dann gleichseitig
(bzw. gleichwinklig), wenn es einen echten Inkreis (bzw. Umkreis) besitzt.

Dabei ist ein echter Inkreis derjenige Kreis, fiir den jede Seite des 2n-Ecks
Tangente ist. Ein echter Umbkreis ist derjenige Kreis, auf dem alle Eckpunkte
des 2n-Ecks liegen.

Satz 7: Die Mittelpunkte BiBs...Bs, der Seiten eines gleichwinkligen
(bzw. gleichseitigen) Kiirschakschen 2n-Ecks AjAs ... Ag, bilden die Eck-
punkte eines gleichseitigen (bzw. gleichwinkligen) Kiirschakschen 2n-Ecks.

4.2 Spezielle gleichwinklige Kiirschaksche 2n-Ecke

Eine besondere Eigenschaft bestimmter gleichwinkliger Kiirschakscher 2n-
FEcke kann man durch eine weitere Konstruktion erhalten. Dafiir sei ein
regulédres n-Eck P gegeben. Uber jeder der n Seiten errichten wir kongruen-
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Kiirschaksche 2n-Ecke 5

te, gleichseitige Dreiecke und bezeichnen die neu entstandenen Punkte mit
Q1,Q2, ..., Qn, dies entspricht Konstruktionsart 1 (Dreiecke ansetzen), und
damit ist das n-Eck Q1Q)s ... Q, nach Satz 5 reguldr. Danach verbinden wir
die Mittelpunkte derjenigen Dreieckseiten, die nicht n-Eckseiten sind, und
bezeichnen diese mit Aq, Ao, ..., Ao,. A1As ... Ag, ist ein gleichwinkliges
Kiirschaksches 2n-Eck A. Nun vergleichen wir die Mafizahlen der Fliachen
von P, A und Q). Wir haben herausgefunden, dal das Verhéltnis fiir n = 3
und n = 6 rational ist.

Gleichwinkliges Kiirschaksches Sechseck (n = 3)

Qx A3 P, Ay Q1 Wir zerlegen das Dreieck AQ1Q2Q3 in
16 kongruente Teildreiecke (s. Bild 4).
So erhalten wir die Fldchenmafizahlen
durch Abzdhlen der jeweils in P, Kg
und @ enthaltenen gleichseitigen Teil-
dreiecke und kommen auf das Ergebnis
P:Kg:Q=4:13:16.

Bild 4: Zerlegung des speziellen gleichwinkligen
Qs Kiirschakschen Sechsecks durch Mittendreiecke

Gleichwinkliges Kiirschaksches Zwolfeck (n = 6)

Qs Analoge Uberlegungen fiihren
beim gleichwinkligen Kiirschak-

4s Ar schen Zwolfeck A;Ay...A15 zu
dem {iberraschenden Flichen-
Qs verhéltnis 1 : 2 : 3. Wir zer-
legen alle die Seite p enthal-

A1 As tenden Dreiecke in Mittendrei-

\/\/V\/\/ ecke (s. Bild 5). Man erhélt

Py s zwei Sorten von Mittendreiecken,

/\A/\/\/\ die gleichseitig mit der Sei-
Ay da tenlénge £ bzw. die gleichschenk-
lig mit der Schenkellénge £ sind.
Zwei Dreiecke verschiedener Sor-
ten sind flichengleich, da sie je-
weils in Grundseite der Léange
£ und Hohe der Linge h iiber-

2
@ einstimmen (vergleiche Bild 5).

Bild 5: Zerlegung des speziellen gleich-  yreh Abzihlen erhilt man das
winkligen Kiirschakschen Zwolfecks  viorhiltnis P - Kip: Q= 24 :

durch flichengleiche Dreiecke 48:72=1:2:3.

Qs

Qs Q2

Ay Ay
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6 Kiirschaksche 2n-Ecke

5 Linderholmsche Vermutung

Eine sehr aktuelle Problematik in der kombinatorischen Geometrie ist die
Linderholmsche Vermutung (s. [3]).

Sie besagt, dal zu jedem konvexen Bereich K in der Ebene ein rechtwink-
liges Dreieck D existieren soll, in dem K vollstdndig enthalten ist, so daf3
die Fléche dieses Dreiecks maximal doppelt so grof} ist wie die des konvexen
Bereichs, dafl also D < 2K gilt, wenn man die Fldchen mit den Bezeich-
nungen identifiziert. Diese Vermutung wurde unseres Wissens bisher nur in
Spezialfillen bewiesen.

Wir wollten nun diese Vermutung fiir weitere spezielle konvexe Bereiche
beweisen, indem wir Kiirschaksche 2n-Ecke in Hinsicht auf die Linderholm-
sche Vermutung untersuchten. Wir liefern damit einen kleinen Beitrag zur
Losung einer aktuellen Problematik.

Fiir die Féllen =2, n =3, n =4, n =8, n = 9 und n > 10 haben wir
bisher Konstruktionen fiir die Linderholmschen Dreiecke (d. h. rechtwinklige
Dreiecke, die die Linderholmsche Vermutung erfiillen) gefunden.

n=2

Es sei A;AsA3As das Kiirschaksche Viereck mit A; Ay > Ay As, und der
kleinere der beiden Winkel liege bei A; bzw. Aj. Diese beiden Bedingun-
gen lassen sich o.B.d. A. festlegen. Den Scheitelpunkt S des rechten Win-
kels des Linderholmschen Dreiecks erhalten wir, indem wir von As auf die
verlangerte Strecke A, A, das Lot fillen. Der zweite Eckpunkt T des Linder-
holmschen Dreiecks ergibt sich durch Verdoppelung der Strecke SAj iiber
Az hinaus. Den dritten Punkt T5 erhélt man, indem man die Strecke T A4
iiber A4 hinaus bis zum Schnittpunkt mit der verlingerten Strecke AsA;
verldngert. Dieser Fall war schon bekannt, denn in [4] wurde nachgewiesen,
dal man zu jedem konvexen Viereck ein Linderholmsches Dreieck finden
kann.

Bild 6: Kiirschaksches
Sechseck A1A>...Ag
mit Linderholmschem
Dreieck ST T»

T, T Py Ay Q A P T Ty
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Kiirschaksche 2n-Ecke 7

Verlangert man bei dem Kiirschakschen Sechseck AiAs...Ag die Seiten
A1As, A3A4 und AsAg, die nicht kiirzer als die anderen Sechseckseiten sind
(also a > b), erhiilt man das gleichseitige Dreieck AP Py Py (A1 As liege auf
der Strecke P P). Es gelte 0.B.d. A. P3A; < P3A; und damit ¢ < s. Das
Hilfsdreieck AS'T|T} sei ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit
der verldngerten Strecke P P, als Basis T{Ty und Pj als Scheitelpunkt S’
des rechten Winkels. Die Parallele zu 775" durch As schneidet 7775 in Ty
und das Lot von S auf 7773 in S. Die Parallele zu S'Tj durch S schneidet
T/T} in Ty. Das Dreieck AST)T5 ist ein gesuchtes Linderholmsches Dreieck
(s. Bild 6).

Unter der Voraussetzung, dafl der Punkt @ der Mittelpunkt der Strecke
P, P, ist, berechnet sich die Fliche Fp/ des Dreiecks S"T7Ts mit [Py Py| =1
durch Fp/ = |P3Q|*> = 2. Die Trapeze T{T15S’ und T5745’S sind kongruent
und haben eine Hohe h = ¢ -sin 15°. Die Lénge der Strecke STj bzw. ST ist
|S"T] /2| — 2h, da die Schenkel jeweils mit einem Winkel von 45° anliegen.

Mit [S"TY 5| = ? ergibt sich die Flache Fr eines Trapezes Fr = @ — hZ
Die Flache Fp des Dreiecks STiT5 ist
Fp=Fp —2Fp =2k =6 -h+ 3 =2t2sin® 15° — /6 - t - sin 15° + 3.

Die Fliache F¢ des Kiirschakschen Sechsecks ist die Differenz aus der Fléiche
des gleichseitigen Dreiecks Py P> P3 und der drei kongruenten Dreiecke Ag Py A1,
A2P2A3 und A4P3A5Z

Fro =2 — 3. stsin60® — v3(] _ 3g¢),

Es soll nun 2Fk¢ > Fp gelten, damit die Linderholmsche Vermutung erfiillt
ist, also

@'(1—38@22t2-51n215°—t~SiH15O'\/6+%' (3)

Wenn man a = 1 —s—t und b = v/s2 + 2 — 2st cos 60° in die Voraussetzung
a? > b? einsetzt und nach s umstellt, so folgt s < %v wobei stets 3t < 2.

Dieses in (3) eingesetzt, ergibt unter Ausnutzung von sin 15° = %(\/g, 1)
f(t) = ast® + azt® + a1t + ag > 0
mita3:3—%\/§,a2:12—1 —é—g,alz%—llx/gundao:\/g—%.

Durch Bestimmen der Extrema von f(¢) kann man zeigen (mit etwas auf-
wendiger Rechnung), daf fir 0 <t¢ <1 stets f(¢) > 0 gilt.

Literaturverzeichnis

[1] Werner Mogling: Uber Kiirschaksche Zwdélfecke. Wissenschaftliche
Zeitschrift der Pé#dagogischen Hochschule ,Dr. Theodor Neubau-

v WURZEL



Kiirschaksche 2n-Ecke

[4]

er“ Erfurt/Miihlhausen, Mathematisch-Naturwissenschaftliche Reihe,
21. Jahrgang, Heft 1, Erfurt 1985, S. 118-123.

A. Florian: On the area sum of a convex polygone and its polar reciprocal.
Mathematica Pannonica 6/1 (1995), Salzburg 1995, S. 77-84.

C. Linderholm in Intuitive Geometry. Colloquia Mathematica Societatis
Janos Bolyai, 48, Budapest 1987, S. 698.

Werner Mbogling: Uber ein  Problem wvon Linderholm: Konvezen
Vierecken —umbeschriebene rechtwinklige Dreiecke. Wissenschaftli-
che Zeitschrift der P#dagogischen Hochschule Erfurt/Miihlhausen,
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Reihe 27 (1991) 1, Erfurt 1991,
S. 7-19.

Wird fortgesetzt.

Stephan Trenn, Hohle 22a, 99869 Ballstadt
Christian Rebel, Grofimutterleite 8, 99425 Weimar
(Kontaktadressen)

VWURZEL



