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Einleitung
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Besonderheiten bei DAEs

Betrachte: Ex = Ax+f

Unterschiede zu ODEs:
@ Nichtexistenz von Ldsungen
@ Uneindeutigkeit der Lésungen
o Existenz der Losungen abhangig von Glattheit der Inhomogenitat
(*]

Inkonsistente Anfangswerte

Regularitat

(E, A) reguldr < Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Nichtglatte Inhomogenitaten und inkonsistente Anfangswerte

Institut fiir Mathematik, Technische Universitét limenau

neller Ansatz



Einleitung
oeo

Elektrischer Schaltkreis mit Spule
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Distributionen als Losungen
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Distributionentheorie informell

Distributionen - Uberblick

@ Verallgemeinerte Funktionen
o Beliebig oft differenzierbar
@ Dirac-Impuls dp ist , Ableitung” der Sprungfunktion g o)

Grundsétzlich zwei formale Zugédnge

@ Funktionalanalytisch: Dualraum eines Raumes von Testfunktionen
(L. Schwartz 1950)

@ Axiomatisch: Raum aller ,Ableitungen” von stetigen Funktionen
(J.S. Silva 1954)
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Distributionen als Losungen
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Distributionen - formal

Definition (Testfunktionen)

Cs° i ={¢:R—R | gist glatt mit kompakten Triger }

Definition (Distributionen)
D:={D:C5° — R | D ist linear und stetig }

Definition (Regulére Distributionen)
felip(R—-R): fy:C >R, p— [o(t)f(t)dt €D

Definition (Ableitung) Dirac Impuls in tp € R

D'(p) := =D(¢) 0, : C° — R,  » — (to)
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Distributionen als Losungen
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Distributionelle Losungen

Distributionelle Lésungen = Alle Probleme gelost?
Nichtglatte Inhomogenitdten: OK.

Inkonsistente Anfangswerte: 777

Keine Funktionsauswertung moglich

x Distribution = x(tp) nicht definiert

Anfangstrajektorienproblem

Gegeben: x° € D" (distributionelle) Anfangstrajektorie, to € R
Gesucht: x € D" mit

X(—o0,ty) = X(O—oo,to)

(E).()[fo,oo) = (AX + f)[fmoo)
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Distributionen als Losungen
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Distributionelle Einschrankung

Distributionelle Einschrénkung:
{MCR | Mintervall } xD—D, (M,D)~— Dy

wobei fiir jedes Intervall M C R gelte
Q@ D +— Dy ist eine Projektion (linear und idempotent)
Q Vfelio: (fb)u= ()

o . suppp CM = Du(p) = D()
Q Vo e (5 {suppgoﬂM:[Z) = Du(p)=0

Q (M;)ien paarweise disjunkt, M = ;. M;:

Dmyum, = Dmy + Dv,, D = Z Dw;, (Dwmy)py, =0
ieN

Eine solche distributionelle Einschrankung existiert nicht.
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Distributionen als Losungen
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Dilemma und Losung

Inkonsistenete Anfangswerte Distributionen
@ Tauchen in praktischen o Distributionelle Einschrankung
Beispielen auf nicht moglich
o Ergeben distributionelle o Anfangswertprobleme kdnnen
Losungen nicht formuliert werden

Zugrundeliegendes Problem

Raum der Distributionen zu groB.

Losung: Betrachte kleineren Distributionenraum Dpycoo
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Distributionen als Losungen
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Eigenschaften von Dyyce

00 “
pr " g ]D)prOO

D e ]D)pwcoo = D' e DprOO

Einschrankung Dpycoe — Dpwe~, D — Dy fiir alle Intervalle
M C R wohldefiniert

Multiplikation mit Cg;-Funktionen wohldefiniert
Links- und rechtsseitige Auswertung an t € R: D(t—), D(t+)
Impuls bei t € R: D[t]
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Lésungstheorie
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Nochmal konstante Koeffizienten

Betrachte: Ex = Ax + f mit konstanten Koeffizienten E; A € R™*"

Theorem (Regularitat)

(E,A) regulir &
o Vx% € (Dpwe )" (distributionellen) Anfangtrajektorien
@ Vity € R Anfangszeiten
o Vf € (Dpwee=)" Inhomogenititen

Jx € (Dpe=)":

X(—o0,to) = X(O—oo,to)

(EX)ito,00) = (AX + F)itg,00)
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Lésungstheorie
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Zeitvariante Koeffizienten

Betrachte: E(-)x = A(-)x + f mit E(),A(-) € (Co)™"
Multiplikation mit Funktionen?

Wichtige Spezialfille:
o Geschaltete DAEs, d.h. stiickweise konstante Koeffizienten

o Analytische Koeffizienten (nullteilerfrei)

Punktweise Regularitat

Regularitit von (E(t), A(t)) fiir t € R i.A. nicht aussagekriftig.
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Lésungstheorie
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Definition Regularitat fiir zeitvariante DAEs

Definition (Regularitat)

(E(-),A(")) regulir &
o Vx% € (Dpwc)" (distributionellen) Anfangtrajektorien
@ Vity € R Anfangszeiten
o Vf € (Dpwc=)™ Inhomogenitaten

Alx € (Dpwes=)":
X(—o0,t0) = X(—o00,t)

(E(')X)[tg,oo) = (A()X + f)[to,oo)

Theorem (Regularitdt von geschalteten DAEs)

Geschaltete DAE ist regular (fiir alle Schaltsignale)
& Jedes Subsystem ist regular
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Ausblick und Zusammenfasung
e0

Weiterfiihrende Resultate

o Notwendige Bedingungen fiir Regularitit (Ableitungen der
Koeffizienten spielen Rolle)

o Hinreichende Bedingung fiir impulsfreie Losungen bei geschalteten
DAEs

@ Lyapunov-Bedingungen fiir Stabilitit von geschalteten DAEs

Betrachtung von Aquivalenztransformationen:

(E,A) = (SET,SAT — SET’)

@ Normalformen
@ T’ fiihrt zu Distributionen auch in den Koeffizientenmatrizen

@ Multiplikation von Distributionen, z.B. 62 = 0
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Ausblick und Zusammenfasung
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Zusammenfassung

o DAEs mit konstanten Koeffizienten
o Nichtexistenz und Uneindeutigkeit von Lsungen
o Inkonsistente Anfangswerte
o Distributionelle Lésungen
@ Probleme von distributionellen Losungen
o Einschrankung auf Intervalle nicht moglich
o Auswertung an bestimmten Zeitpunkten nicht mdglich
o |dee: Betrachte stiickweise glatte Distributionen

o Einige Resultate zur Lésungstheorie
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