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Kroneckernormalform von beliebigen Matrizenpaaren

Theorem (Kroneckernormalform (KCF), Kronecker 1890)

∀(E ,A) ∃S ,T invertierbar:

(SET ,SAT ) =

EP 0 0
0 ER 0
0 0 EQ

 ,
AP 0 0

0 AR 0
0 0 AQ


mit (ER ,AR) in Weierstraßnormalform (WCF) und

(EP ,AP) =
(
diag(PE

ε1 ,PE
ε2 , . . . ,PE

εp ), diag(PA
ε1 ,PA

ε2 , . . . ,PA
εp )
)

(EQ ,AQ) =
(
diag(QE

η1 ,QE
η2 , . . . ,QE

ηq ), diag(QA
η1 ,QA

η2 , . . . ,QA
ηq )
)

wobei für k ∈ N:

(PE
k ,PA

k ) =


0 1

. . .
. . .

0 1

 ,
1 0

. . .
. . .

1 0


 k

 = (QE
k

>
,QA

k

>
)
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Typische Struktur der KCF

(SET ,SAT )=



0 1
0 1

0 1
0 1

WCF

0
1

0
1


,



1 0
1 0

1 0
1 0

WCF

1
0

1
0




(EP ,AP) =

(
diag(PE

0 ,PE
0 ,PE

1 ,PE
3 ), diag(PA

0 ,PA
0 ,PA

1 ,PA
3 )
)

(ER ,AR) = WCF

(EQ ,AQ) =
(
diag(QE

0 ,QE
1 ,QE

1 ), diag(QA
0 ,QA

1 ,QA
1 )
)
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Anwendung auf Lösungscharakterisierung

Differential-algebraische Gleichung

Eẋ(t) = Ax(t) + f (t) (DAE)

x löst (DAE)
S,T inv.⇔ z = T−1x löst SET ż = SAT z + Sf

Folgerung

Vollständige Lösungscharakterisierung durch Betrachtung von:[
0 1
. . .

. . .
0 1

]
ẋP =

[
1 0
. . .

. . .
1 0

]
xP + fP → unterbestimmt

ER ẋR = ARxR + fR → regulär[
0
1
. . .
. . . 0

1

]
ẋQ =

[
1
0
. . .
. . . 1

0

]
xQ + fQ → überbestimmt
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Regulärer Block

ER ẋR = ARxR + f

Theorem (Weierstraßnormalform (WCF), Weierstraß 1868)

(ER ,AR) regulär ⇔ ∃SR ,TR invertierbar:

(SRERTR ,SRARTR) =

([
I 0
0 N

]
,

[
J 0
0 I

])
mit J,N in Jordannormalform und N nilpotent.

Lösungsverhalten:

ODE: v̇ = Jv + f1 → bekannte Lösungsformel

reine DAE: Nẇ = w + f2 → x = −∑ν−1
i=0 N i f (i)

⇒ Existenz von Lösungen für alle glatten f und Eindeutigkeit für
gegebenes xR(0)
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Unterbestimmte Blöcke

Unterbestimmter Block: ODE-Ansatz
0 1

0 1
. . .

. . .

0 1

 ẋ =


1 0

1 0
. . .

. . .

1 0

 x + f

⇔


ẋ2
ẋ3
...

ẋk+1

 =


0

1
. . .
. . .

. . .

1 0




x2
x3
...

xk+1

+ f +


x1
0
...
0


Lösungsverhalten:

ODE mit genau einem zusätzlichen skalaren Eingang x1.

Es geht auch anders ...
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Unterbestimmte Blöcke

Unterbestimmter Block: Als reine DAE
0 1

. . .
. . .

0 1
0 1

 ẋ =


1 0

. . .
. . .

1 0
1 0

 x + f

⇔


0 1

. . .
. . .
. . . 1

0



ẋ1
ẋ2
...
ẋk

 =


x1
x2
...
xk

+ f +


0
...
0

ẋk+1


⇔ x = −∑k

i=0 N
i ([e1, . . . , ek ]f

(i) + ek+1u
(i))

Lösungsverhalten:

∃M(s),K (s) ∀u(·) : x = M( d
dt )(f ) + K ( d

dt )(u) ist Lösung
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Unterbestimmte Blöcke

Unterbestimmter Block: Als reine DAE
0 1

. . .
. . .

0 1
0 1

 ẋ =


1 0

. . .
. . .

1 0
1 0

 x + f

⇔


0 1

. . .
. . .
. . . 1

0 1
0




ẋ1
ẋ2
...
ẋk
ẋk+1

 =


x1
x2
...
xk
xk+1

+


f

u


⇔ x = −∑k

i=0 N
i ([e1, . . . , ek ]f

(i) + ek+1u
(i))

Lösungsverhalten:

∃M(s),K (s) ∀u(·) : x = M( d
dt )(f ) + K ( d

dt )(u) ist Lösung
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Überbestimmte Blöcke

Überbestimmter Block
0

1
. . .
. . . 0

1 0
1

 ẋ =


1

0
. . .
. . . 1

0 1
0

 x + f

⇔


0

1
. . .
. . .

. . .

1 0

 ẋ = x +


f1
...

fk−1
fk

 ∧ ẋk = fk+1

⇔ x = −∑k−1
i=0 N i f (i) ∧ fk+1 + e>k

∑k−1
i=0 N i f (i+1) = 0

Lösungsverhalten:

∃M(s),K (s) : x = M( d
dt )(f ) falls K ( d

dt )(f ) = 0
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Problem

KCF

Berechnung der KCF aufwendig

Numerisch schlecht gestellt

Feinstruktur nicht nötig für Lösungscharakterisierung

Symbolische Einträge schlecht handhabbar

Quasi-Kroneckerform (QKF)

Finde quasi-Kroneckerform, die

sich einfach berechnen lässt

immernoch vollständige Lösungscharakterisierung zulässt

Anzahl und Einfluss freier Variablen
regulärer Anteil
Restriktionen an die Inhomogenität
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4 Ausführliches Beispiel

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Die quasi-Kronecker Form



Kroneckernormalform Wongsequenzen Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form Ausführliches Beispiel

Wongsequenzen

Definition (Wongsequenzen, Wong 1974)

V0 = Rn, Vi+1 = A−1(EVi ), i = 0, 1, 2, . . .

W0 = {0}, Wi+1 = E−1(AWi ), i = 0, 1, 2, . . .

V∗ :=
⋂
i∈N
Vi W∗ :=

⋃
i∈N
Wi

Theorem (Wong ’74, s. a. Armentano ’86, Berger & T. ’12)

(E ,A) regulär ⇔ V∗ ⊕W∗ = Rn ∧ EV∗ ⊕ AW∗ = Rm=n

Mit imV = V∗, imW =W∗ und T = [V ,W ],S = [EV ,AW ]−1:

(SET ,SAT ) =

([
I 0
0 N

]
,

[
J 0
0 I

])
N nilpotent → quasi-Weierstraßform
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Wongsequenzen im singulären Fall

Kn

nQ

V∗ +W∗

nR

V∗ ∩W∗
nP

Km

mQ

EV∗ + AW∗

mR

EV∗ ∩ AW∗
mP
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Quasi-Kronecker Dreiecksform (QKTF)

imP1 = V∗ ∩W∗, imP2 = EV∗ ∩ AW∗,
V∗ ∩W∗ ⊕ imR1 = V∗ +W∗, EV∗ ∩ AW∗ ⊕ imR2 = EV∗ + AW∗,

(V∗ +W∗)⊕ imQ1 = Kn, (EV∗ + AW∗)⊕ imQ2 = Km.

Theorem (QKTF, Berger & T. 2012)

T = [P1,R1,Q1], S = [P2,R2,Q2]
−1 ⇒

(SET ,SAT ) =

EP EPR EPQ

0 ER ERQ

0 0 EQ

 ,
AP APR APQ

0 AR ARQ

0 0 AQ

 (QKTF)

mP < nP , rank(λEP − AP) = mP ∀λ ∈ C ∪ {∞}
mR = nR , (ER ,ER) regulär

mQ > nQ , rank(λEQ − AQ) = nQ ∀λ ∈ C ∪ {∞}
Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Quasi-Kroneckerform (QKF)

Für (QKTF) sind folgende lineare Matrizengleichungen sind lösbar:

0 = ERQ + ERF1 + F2EQ , 0 = ARQ + ARF1 + F2AQ

0 = EPR + EPG1 + G2ER , 0 = APR + APG1 + G2AR

0 = (EPQ + EPRF1) + EPH1 + H2EQ , 0 = (APQ+APRF1) + APH1+H2AQ

Theorem (QKF, Berger & T. 2012)

T = [P1,R1+P1G1,Q1+P1H1+R1F1], S = [P2,R2−P2G2,Q2−P2H2−R2F2]−1

⇒

(SET ,SAT ) =

EP 0 0
0 ER 0
0 0 EQ

 ,
AP 0 0

0 AR 0
0 0 AQ

 (QKF)

Diagonalblöcke identisch zu denen in ( QKTF).

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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DAE-Lösungscharakterisierung mittels QKF

Eẋ = Ax + f mit (SET ,SAT ) =

([
EP 0 0
0 ER 0
0 0 EQ

]
,

[
AP 0 0
0 AR 0
0 0 AQ

])
Wähle unimodulare Matrizen [MP(s),KP(s)] und

[
MQ(s)
MP(s)

]
mit

(sEP − AP)[MP(s),KP(s)] = [I , 0]

[
MQ(s)
KQ(s)

]
(sEQ − AQ) =

[
I
0

]

Theorem (Lösungscharakterisierung mittels QKF)

x löst E ẋ = Ax + f ⇔ für
( xP

xR
xQ

)
= T−1x und

(
fP
fR
fQ

)
= Sf :

xP = MP(
d
dt )(fP) + KP(

d
dt )(u), u : R→ RnP−mP beliebig

ER ẋR = ARx + fR , Lösungsformel z.B. mittels QWF

xQ = MQ(
d
dt )(fQ) und KQ(

d
dt )(fQ) = 0

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Lösungscharakterisierung mittels QKTF

Eẋ = Ax + f mit (SET ,SAT ) =

([
EP EPR EPQ

0 ER ERQ

0 0 EQ

]
,

[
AP APR APQ

0 AR ARQ

0 0 AQ

])

Wähle [MP(s),KP(s)] und

[
MQ(s)
MP(s)

]
wie zuvor

Theorem (Lösungscharakterisierung mittels QKTF)

x löst E ẋ = Ax + f ⇔ für
( xP

xR
xQ

)
= T−1x und

(
fP
fR
fQ

)
= Sf :

xQ = MQ(
d
dt )(fQ) und KQ(

d
dt )(fQ) = 0

ER ẋR = ARx + fR + ARQxQ − ERQ ẋQ

xP = MP(
d
dt )(f̃P)+KP(

d
dt )(u), u : R→ RnP−mP beliebig und

f̃P = fP + APRxR − EPR ẋR + APQxQ − EPQ ẋQ
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Beispiel: Schaltkreis und DAE

I

I

L

iL

−
+

∞

RG

iG

RF
iF −

+

V

iV

C

iC

R

iR

i−

i+

iT

io

p−

p+

po po

pT pT



0 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -C C 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


ẋ =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 -1 0 0 0 0 0 RG 0 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0 0 RF 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 0 R 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 -1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 1
0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0


x+



0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 0
0 0
0 1


(
I
V

)
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Beispiel: Wongsequenzen

V1 = im



0 0 0
0 0 0
0 0 0
R 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 -1 1
-1 1 -1


= V∗

W1 = im



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


, W2 = im



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


=W∗
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Die Transformationsmatrizen

T = [P1,R1,Q1] =



0 0 0
0 0 0
0 0 0
R 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 -1 1
-1 1 -1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0



S−1 = [P2,R2,Q2] =



0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

-K -
RF
RG

1 0 0 -RF K RF 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 0
0 0
0 0

0 1


.
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Kroneckernormalform Wongsequenzen Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form Ausführliches Beispiel

Beispiel: QKTF

(SET ,SAT ) =



CR 0 0 0 0 -C 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 LK


,



0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0RG 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 -1 0 0 0 RF 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 R 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0





[MP(s),KP(s)] =

 0 1 0
0 0 1
−1 CRs 1

 und

[
MQ(s)
KQ(s)

]
=

[
1 0
−LKs 1

]
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Kroneckernormalform Wongsequenzen Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form Ausführliches Beispiel

Beispiel: Lösungscharakterisierung

I

I

L

iL

−
+

∞

RG

iG

RF
iF −

+

V

iV

C

iC

R

iR

i−

i+

iT

io

p−

p+

po po

pT pT

Existenz von Lösungen

KQ(
d
dt )(fQ) = 0 ⇔ V = LK d

dt I

Zusätzliche Eingänge

xP = MP(
d
dt )(f̃P) + KP(

d
dt )

(
u1
u2

)
⇒ io = u1, pT − p0 = u2
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Kroneckernormalform Wongsequenzen Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form Ausführliches Beispiel

Zusammenfassung

Eẋ = Ax + f

Kroneckernormalform liefert vollständige Lösungscharakterisierung
unterbestimmte Blöcke
regulärer Block
überbestimmte Blöcke

Quasikroneckerform (SET ,SAT ) =

([
EP 0 0
0 ER 0
0 0 EQ

]
,

[
AP 0 0
0 AR 0
0 0 AQ

])
liefert ähnliche Charakterisierung

QKF kann einfach mittels Wongsequenzen ermittelt werden

Wongsequenzen liefern noch weitere Information, z.B.
Kroneckers Minimalindizes durch Betrachtung von Vi → Vi+1 und
Wi →Wi+1

Entkopplung des regulären Blocks (Berger & T. 2013)

Berger & T. 2012: The quasi-Kronecker form for matrix pencils, SIMAX 33 (2)
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