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Kroneckernormalform
®0000000

Kroneckernormalform von beliebigen Matrizenpaaren [ =

Theorem (Kroneckernormalform (KCF), KRONECKER 1890)

V(E,A) 3S, T invertierbar:
Ep 0 O Ap 0 O
(SET,SAT) = 0 Er O0|,|0 Ar O
0 0 Eg 0 0 Ap

mit (Er, Ar) in WeierstraBnormalform (WCF) und
(Ep,Ap) = (diag(PE, PE,..., PE), diag(PA, P4, ..., PL))
(Eq,Aq) = (diag(Q;,, Qr,, .-, Qr ), diag(Q),, Qny -, D))
wobei fiir k € N:

0 1 1 0
(PE, PA) = SO T k| =(of ot
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Kroneckernormalform
O@000000

Typische Struktur der KCF

(SET, SAT)=
o1 1 [au |
01 10
01 10
01 10
WCF , WCF

0 1

1 0
0 1

(Ep,Ap) = (diag(PE. P§, PL,PE), diag(P, P, Pi. P3))

(Er, Ar) = WCF
(EQv AQ) = (diag(ng QIE Qf) diag(QOAv QAa Q{‘))

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Stephan Trenn
Die quasi-Kronecker Form




Kroneckernormalform
[e]e] lele]elele)

Anwendung auf Losungscharakterisierung VE
Differential-algebraische Gleichung
Ex(t) = Ax(t) + f(t) (DAE)
x lost (DAE)  JE™ 7= T-1xI6st SET 7 = SAT z + Sf

Folgerung

Vollstandige Losungscharakterisierung durch Betrachtung von:

01 10
{ }XP{ }XPJrfp —  unterbestimmt
01 10
Erxg = Arxr + fr - regular
0 1
[1-:'0] XQ = [04:'1 xqQ + fq —  liberbestimmt
9 1
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Kroneckernormalform
[e]e]e] le]elele)

Regularer Block

Erxr = Arxg + f

Theorem (WeierstraBnormalform (WCF), WEIERSTRASS 1868)

(Eg, AR) reguldr < 3Sg, Tg invertierbar:
/I 0 J 0
(SRER TR, SRARTR) = <[0 N] : [0 J)
mit J, N in Jordannormalform und N nilpotent.

Losungsverhalten:
e ODE: v = Jv + f; — bekannte Losungsformel

o reine DAE: N\w = w+fh — x = _Z:,:Ol NiF(0)

= Existenz von Losungen fir alle glatten f und Eindeutigkeit fiir

gegebenes xz(0)
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Kroneckernormalform
[e]e]e]e] lelele)

Unterbestimmte Blocke

Unterbestimmter Block: ODE-Ansatz
1 0

0 1
0 1 . 1 0
— X = — x+f
0 1 1 0
X2 X2 X1
).(3 1 X3 0
S| .= - e
L 0] \xepa 0

Xk+1
Losungsverhalten:

ODE mit genau einem zusatzlichen skalaren Eingang x;.

Es geht auch anders ...
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Kroneckernormalform

Unterbestimmte Blocke /:
Unterbestimmter Block: Als reine DAE
0 1 1 0
. - . .
o1 |~ 1 0 |XT
0 1 10
0 1 X1 X1 0
. . )'<2 Xo .
= = +f+
1 0
01 \ X Xk Xk+1

& x=—YK Ni(e,...,elfD+ e ud)

Losungsverhalten:

IM(s), K(s) Yu(-) : x = M(Z)(F) + K(&)(u) ist Losung

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Stephan Trenn
Die quasi-Kronecker Form




Kroneckernormalform
[e]e]e]e]e] lele)

Unterbestimmte Blocke /:
Unterbestimmter Block: Als reine DAE
0 1 1 0 T
'- . — '. .'. f
o 1 |~ 1 0 | *T
0 1 1 0]
0 1 X1 X1
X2 X2 f
= 1 = L
0 1 Xk Xk
0 >-<k+1 Xk+1 u

& x=—YK Ni(e,...,elfD+ e ud)

Losungsverhalten:

IM(s), K(s) Yu(-) : x = M(Z)(F) + K(&)(u) ist Losung

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Die quasi-Kronecker Form



Kroneckernormalform
[e]e]e]ele]e] o)

Uberbestimmte Blocke [ :
Uberbestimmter Block
0 1
1 0
0 = 1 x+f
1 0 0 1
1 0
0 fi
= . X=X+ : AN Xk:fk+1
N f—1
10 fi

& x==YIWINFD A fig +ef SN =0

Losungsverhalten:

IM(s), K(s): x = M(Z)(f) falls K(5)(f) =0
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Kroneckernormalform
O000000e

i
Problem ]

Berechnung der KCF aufwendig

Numerisch schlecht gestellt
Feinstruktur nicht notig fiir Losungscharakterisierung

Symbolische Eintrage schlecht handhabbar

Quasi-Kroneckerform (QKF)

Finde quasi-Kroneckerform, die
@ sich einfach berechnen lasst

@ immernoch vollstandige Losungscharakterisierung zulasst

o Anzahl und Einfluss freier Variablen
o regularer Anteil
o Restriktionen an die Inhomogenitat
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Wongsequenzen
(o] le}

Wongsequenzen

Definition (Wongsequenzen, WoNG 1974)

Vo =R", Vie1 = AHEV), i=0,1,2,...
Wo={0}, Win=E'(AW), i=0,1,2,...
Ve= (Vi w = Jwi
ieN ieN

Theorem (WoONG ’74, s. a. ARMENTANO 86, BERGER & T. '12)

(E,A) reguldr <& VYV eW"=R" A EV* ¢ AW* =R™"
Mitim V = V*, imW = W* und T = [V, W], S = [EV, AW] 1

(SET,SAT)—Q(I) /(\)/}[é (/)D

N nilpotent —  quasi-WeierstraBform
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Wongsequenzen
ooe

Sy

Wongsequenzen im singularen Fall
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Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form
@000

Quasi-Kronecker Dreiecksform (QKTF) /:
im P, = V" nW*, imP, = EV* N AWV,
ViNnW @imR, = V*+W* EV NAW @imRy, = EV*+AW*
V+WH)aim@ =K", (EV*+ AW ) @im Q=K

Theorem (QKTF, BERGER & T. 2012)
T = [P17R17Q1]7 S= [P2aR27QQ]71 =

Ep Epr Epq Ap Apr Apg
(SET,SAT)= || 0 Er Ero|.|0 Ar Aro|| (QKTF)
0 0 Eo| |0 0 Ag

@ mp < np, rank(AEp — Ap) =mp VA € CU {0}
e mg =ngr, (Er,ER) regular
e mqg > ng, rank(AEg — Ag) = ng YA € CU {0}
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Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form
[o] le]e}

Quasi-Kroneckerform (QKF)

Sy

Fir (QKTF) sind folgende lineare Matrizengleichungen sind |dsbar:

0= ERQ+ERF1+F2EQ, OZARQ+ARF1+F2AQ
0= Epr + EpGi + GoEpg, 0= Apr + ApG1 + G AR
0= (Epq + EprF1) + EpHi + HyEq, 0= (Apq+AprFi) + ApHi+HoAq

Theorem (QKF, BERGER & T. 2012)

T =[P1,Ri+PiG, Qi +PiHi+RiF], S=[P,Ro—P:Go, Q—PoHo— R ] !
=

Ep 0 0] [Ap 0 0
(SET,SAT)=||0 Ex 0|,|0 Ag O (QKF)
0 0 Eol |0 0 Ag

Diagonalblocke identisch zu denen in (QKTEF).
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Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form

DAE-Losungscharakterisierung mittels QKF /:

0
Ex=Ax+f mit (SET,SAT):({O 0
0 0 Eg

Wahle unimodulare Matrizen [Mp(s)

(sEp — Ap)[Me(s), Kp(s)] = [1,0] [KQ(S)

Theorem (L6sungscharakterisierung mittels QKF)

. . . [XP fp
x lost Ex = Ax+f & fir (§g>:T_1x und(;re) = Sf:
Q

o xp = Mp($H)(fp) + Kp(&)(u), u: R — R™=™ beliebig
Agrx + fr, Losungsformel z.B. mittels QWF

2)(fq) und Ko(5:)(fo) =0

@ Erxg =
® xq = Mo(g
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Quasi-Kronecker(-dreiecks-)form
[e]ele] ]

Sy

Losungscharakterisierung mittels QKTF

. . Ep Epr Epq Ap Apr Apq
Ex=Ax+f mit (SET,SAT)= ({ 0 Er ERQ:| [ 0 Ar ARQ})
0 0 Eg 0 0 Ag

Wahle [Mp(s), Kp(s)] und {%gézﬂ wie zuvor

Theorem (Losungscharakterisierung mittels QKTF)

Xxp fp
x lost Ex = Ax+f & fir (3 ) = T\ und (;) = Sf:
Q

:)(fo) und Ko(5:)(fe) =0

0 Erpxr = Arx + fr + Arexq@ — ErgXq
° xp = Mp(%)(l%)Jer(%)(u), u:R — R"™ =™ beliebig und

@ XQ = MQ(

fo = fo + Aprxr — EprXg + Apgxq — EpXq
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Beispiel: Wongsequenzen

leim

Stephan Trenn
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V1:im =

,WQIim

I:
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Die Transformationsmatrizen
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Die qu:

ronecker Form

T =[Pi,R, Q1] =

St= [P2, Ry, @] =
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Beispiel: QKTF
(SET, SAT)
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Ausfiihrliches Beispiel
0000@0
]

Beispiel: Losungscharakterisierung /

‘ Po Po

i

1 G

1

P
1
i
j
L i

Existenz von Losungen

Ko(f)(fo) =0 & V=LKLl

Zusatzliche Eingange

Xp = /V’P(%)(ﬁ-“') + Kp($) (u2> = o =uU1, PT—Po= LU

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Die quasi-Kronecker Form



Ausfiihrliches Beispiel
O0000e

Zusammenfassung

Sy

Ex=Ax+f

@ Kroneckernormalform liefert vollstandige Losungscharakterisierung
e unterbestimmte Blocke
o regularer Block
o liberbestimmte Blocke
Ep 0 0 Ap 0 0
@ Quasikroneckerform (SET,SAT) = <[ 0 Egp 0 ] , { 0 Ar 0 })
0 0 Eq 0 0 Ag
liefert ahnliche Charakterisierung
@ QKF kann einfach mittels Wongsequenzen ermittelt werden
@ Wongsequenzen liefern noch weitere Information, z.B.
o Kroneckers Minimalindizes durch Betrachtung von V; — Vit1 und
Wi = Wi
o Entkopplung des reguldren Blocks (BERGER & T. 2013)

BERGER & T. 2012: The quasi-Kronecker form for matrix pencils, SIMAX 33 (2)
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