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Uberblick
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Beobachtbarkeit

Sy

Anfangswert
xp € R”
t)=A t)+ B . x(0) =
Eingang —_ X(t) x() (0) =0 y R — RP Ausgang
y(t)= Coyx(t)+ D
Schaltsignal
Bekannt Gesucht
Systemmatrizen Zustand x(-) Eingangsignal
(Al,Bl. Cl,Dl,AQ.BQ,...) Schaltsignal
Ausgangssignal y(-)
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Verschiedene Beobachtbarkeitsbegriffe

Sy

@ v und o gegeben, fix und nicht beeinflussbar

e Zeitvariantes lineares System — Intervall-abhingige Beobachtbarkeit
e Reduktion auf homogenen Fall (u = 0) méglich

@ u und o als bekannte Eingange, beinflussbar
e Spezielles nichtlineares System x = f(x, v), y = h(x, v) mit Eingang v = (u,0)
o Beobachtbarkeit abhdngig vom gewahlten Eingang (u, o)
e Schwache, generische, starke Beobachtbarkeit

@ u bekannt, o unbekannt

e Moden-Beobachtbarkeit (mode-detection), Fehler-Detektion
o Unterschiedliche Kriterien fiir homogenen und inhomogenen Fall
o Schwache, generische, starke Beobachtbarkeit

@ u unbekannt,

e Unbekannter-Eingang-Beobachtbarkeit (Ul-observability)
e Stoérungs-Beobachter (disturbance observers - DOB)
e Invertierbarkeit (bei bekanntem xp)
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Uberblick
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Klassische Beobachtbarkeit

Beobachtbarkeit

(X) beobachtbar <=V (xq, u1,y1), (X2, Uz, y2) Losungen:

(v, 1) = (U2,)0) = xi=x

<= V (x,u,y) Lésungen:
(u,y)=(0,0) = x=0

x = Ax
{ } beobachtbar

<
y = Cx
<~ {x€eR"|Chx=0VteR } ={0}
< kerO = {0} mit O :=[C/CA/CA?/.../CA" 1]
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Gliederung

© v und o gegeben
@ Beobachtbarkeit
@ Vorwartsbeobachtbarkeit
@ Schaltzeitenabhangigkeit vermeiden

Stephan Trenn
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Beispiel /:
auf [0,1) auf [1,2) auf [2,3)

X1:0 X1:—X2 Xl—O

Xo = 0 X2 = X1 Xo = O

y=x y=0 y=x
— Tafel

Besonderheiten

@ Auf keinem kleinen Interval beobachtbar
@ Informationen zu verschiedenen Zeitpunkten missen kombiniert werden

@ Rekonstruktion abhangig von Intervalllange
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Geschaltete Systeme mit Spriingen

T,:={teR |o(t7)#o(t") }

Systemklasse
x=Ax BT afR\T,

X(t+) = na(t—)x(t_) te T,

Yy = CO'X%

Hinzufligen von Zustandsspriingen erlaubt einfache Verallgemeinerung auf geschaltete DAEs

E,x = A,x
y = Cyx
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Einzel-Sprung-Resultat /

0, t<0
1, t>0
Herleitung lokaler Unbeobachtbarkeitsraum — Tafel

Mo = ker OO N ker (91H1

Lemma

Geschaltetes System mit Spriingen ist beobachtbar <=

Einzel-Sprung-Schaltsignal:  o(t) :=

Mo = {0}

Verallgemeinerung auf geschaltete DAEs

Fir geschaltete DAEs gilt immer x(07) € im Mg und
y=0 <= Y00 =0 A y[0]=0 A yo,)=0

also
Mo :=imTly N ker OFT N ker O™ N ker OF N,
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Allgemeine Schaltsignale

O.BdA.: o(t)=0furt <ty :=0und o(t)=1ifuri€[t;,tir1), 75 :=ti1—t
o(t) 5 0
4
3
1 2
0 + + + +
T2 t3 73 1y T4 ts 75 te T6 t

t71t,

Fir lokale Unbeobachtbarkeitsraume M, := ker O;_1 Nker O;I1;  gilt:

Vet =0 = x(t7) e M,

Fragestellung

Finde kleinsten Unterraum M mit
y(ti—l,fm+1) =0 = X(tii) € Mlm

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Beobachtbarkeitscharakterisierung

x=A,x auf R\ T,,

X(t+) = na(tA)X(t ) t e Tg,

Theorem

|
3 |
|

meN, ie{m—1m-2,...,1}

MP = My, MP = M;n Nt (e*A"T” i+1)
Dann gilt
Mi 2 M; 2o D M 2 MPTH D
und
MPDO{xeR" |y=0in(X,) }

mit Gleichheit falls o, ) konstant. Insbesondere

(X,) ist beobachtbar <= dIme N: M[ = {0}.
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Beispiel (ohne Spriinge) /

auf [0, 1) auf [1,2) auf [2,3)
. |10 0 .10 -1 .10 0
=10 ol X =11 o|X =10 ol
y=X1 Yy = y=x
.10 > .10
ker Og = im 1 kerO; = R ker O, = im 1
./\/ll—lm |:2:| M2:|m |:(£:|

M = Mine 102 = im m M im [12((11))] = {0}
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Problematisches Beobachtbarkeitskonzept

Veranschaulichung Beobachtbarkeitstest:
m=1 m=2 m=3 m=4 m=5
I—I—l —A1T1 |_|2_1e_A2T2 I—I?)—lengT;; n;le*Az&ﬂ

1 e
{0} = Mt M} MY M M
Im Im Im Im Il
Ml M2 M3 ./\/l4 M5

W

t ts

to t3

t

o Ineffizienter Test
@ Ungeeignet fiir Beobachterentwurf, da Informationsverarbeitung akausal

o Explizite Abhangigkeit von Schaltdauer
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Vorwartsbeobachtbarkeit
X =Asx+ Byu auf R\ T,
x(tT) = Nyeayx(t™) te T, (%)

y = Cox+ Dyu

Definition (Vorwartsbeobachtbarkeit (oder Bestimmbarkeit (determinability)))
<= dT > 0:

(X,) ist vorwartsbeobachtbar

Yi=y: =  XU(T,00) = X2(T,00)

Genligt wieder homogenen Fall zu betrachten und
3T >0: [yzo N x(T+):0}

Falls alle 1; invertierbar, dann ist Vorwartsbeobachtbar equivalent zur Beobachtbarkeit.
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Beispiel

Stephan Trenn

auf [1,2)

x=0
[ECl

y=0

0

x(t)=10

0

3

I:

auf [2,3)
x=0
}X(27
y=0
0
x(t)=10
0
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Vorwartsbeobachtbarkeitscharakterisierung

meN

Np =M, Nii1 = Mpir (Mpg1 0 e ™NG)

<~ dmeN: N, ={0}.

(X,) vorwértsbeobachtbar

eAZTQ,Mg, |_|3 eA3T37./\/l4, |_|4

eA1717M27|-|2
MM = My 20} 2200 AT A L{o)
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Invariante Unterraume

Sy

Fir Matrix A € R™" und linearer Unterraum V = im V = ker V+ C R” sei

(A|V):=im[V, AV, A2V, ... A""1V]
(V|A) = ker[VE/VEA/VEAZ) v+ A

Dann gilt

VreR: [(V|A)YCerVC(A|V)

M = Min N7t (em AT M) Nins1 = Mt (M 0 €™ N)

=

M= M;NNHA | ME) w1 1= Mmy1 (M1 N (A [N )

MP = MO (M [ A) N1 = Moyt (Mongs 0 (Nn | A )
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Notwendige und hinreichende Beobachtbarkeitsbedingungen /

x=A,x+ By,u auf R\ T,
x(t7) =Nyenx(t7) teT, (%)

y = Cox+ Dyu

Folgerung
dm e N: M7P = {0}

dm e N: MP = {0} = (X,) beobachtbar =

ImeN: N, = {0} =

(X,) vorw. beob. = dmeN: N, = {0}

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Stephan Trenn
Beobachtbarkeit von geschalteten Systemen




Gliederung

u bekannt, ¢ unbekannt
@ Ubersicht

@ Der homogene Fall

@ Der inhomogene Fall

Stephan Trenn

Beoba

rke

von geschalteten Systemen
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Verschiedene Fragestellungen /:
Anfangswert
xp € R”

2

X(t) = Ao(t) X(l‘) aF Ba(t) u(t), X(O) = Xp
y(t) = Coge) x(t) + Doey u(t)
D)

oc:R—{1,2,...,N}
Schaltsignal

Fragestellungen

@ Lasst sich Zustand und Schaltsignal eindeutig aus Ein- und Ausgang bestimmen?
— (x, 0)-Beobachtbarkeit

@ Lasst sich Schaltsignal eindeutig aus Ein- und Ausgang bestimmen?
— o-Beobachtbarkeit

@ Lassen sich Schaltzeiten eindeutig aus Ein- und Ausgang bestimmen?
— ts-Beobachtbarkeit

Eingang uv:R — R9 —3 y R — RP Ausgang
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Schalt-Beobachtbarkeits-Charakterisierungen Ubersicht

Aquivalenzklassen fiir o,

u=20

u analytisch A (A2)

Sy

u glatt

(x, 0)-Beobachtbarkeit
= o-Beobachtbarkeit

starke (x, o')-Beobachtbarkeit
= starke o-Beobachtbarkeit

starke (x, [0])-Beobachtbarkeit
= starke [o]-Beobachtbarkeit

rk [O, OJ] =2n

tk[O; O ;=T =2n+rk(; —T;)

|

(x, o1)-Beobachtbarkeit

starke (x, o1)-Beobachtbarkeit

starke (x, [01])-Beobachtbarkeit
= starke [o1]-Beobachtbarkeit

= o01-Beobachtbarkeit = starke o1-Beobachtbarkeit
O Oy N O 0, Ti— Fi—=Tp
{O O}_Zn R(%ij) = {0} Ark 0, 0, ;- }—2n+rk{r 7r}

|

ts-Beobachtbarkeit

starke ts-Beobachtbarkeit

starke [ts]-Beobachtbarkeit

rk (O, - OJ) =n

R(Z,J) = {0} A rk [O, — Oj

F,-frj] :n+rk(|—,-frj)

Stephan Trenn
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Aquivalenz von (x, o)- und o-Beobachtbarkeit I
X = Asx

c ist (x,o)-beobachtbar <=
Y = LoX

v Lésungen (Xladl,}/l)» (X2702»}/2) mit (X17X2) # (070)

n=»y = (X1,0'1) = (X2,0'2)

(x,0)-Beobachtbarkeit <= o-Beobachtbarkeit

"—": Klar.

“«<=": Angenommen (x, o)-Unbeobachtbarkeit
= 3(x1,01,y), (x2,02,y) mit (x1,01) # (x2,02)
- 3()(17 0—7.)/)a (X2707y) mit xq # X2
= (x1 — x2, 0,0) ununterscheidbar von (0,5,0) V&

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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(x, 0)-Beobachtbarkeit fiir u =0 /:
Lemma (Vidal et al. 2003)
X = Ayx
ist (x, o)-beobachtbar
y = Cox
—
G
C,'A,'
k [OF OF) =2n i), wobei 0P = |
c A1
— o
é = [A,- 0} ¢
0 Aj]> st (klassisch) beobachtbar Y/i # j
y= 1[G -G]¢
Schlussfolgerung
(x, 0)-Beobachtbarkeit kann auf Unterscheidbarkeit konstanter Schaltsignale sowie klassische
Beobachtbarkeit jeder einzelner Moden (A;, C;) zuriickgefiihrt werden
Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Sy

Schwacherer Beobachtbarkeitsbegriff

Problem
Annahme, dass jeder Mode beobachtbar — Fiir Fehlererkennungsszenarien ungeeignet

Beispiel
Normaler Betrieb Fehler
t<t t> 4
X:{O l]x X:[O 0:|X
-1 0 0 0
y=[1 0]x y=1[1 0]x
y(t)

yd

N

~V

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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(x, 01)-Beobachtbarkeit /

Geschaltetes System heiBt (x, o1)-beobachtbar :<=- Zustand and Schaltsignal lassen sich
eindeutig aus Ein- und Ausgang bestimmen, sofern ¢ nicht konstant ist.

X =Asx
c ist (x, 01)-beobachtbar
y = L(sX
<~
ol ol o, -
rk | ol O’[’zn] =2n VYi#j,p#aq,(i,j)#(p,q)
J q

Angemessenere Bedingung

Beobachtbarkeit der individuellen Moden (A;, C;) wird nicht mehr benétigt!

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Beobachtbarkeits-Charakterisierungen Ubersicht

Sy

Aquivalenzklassen fiir o,

u analytisch A (A2) u glatt

u=20

starke (x, [0])-Beobachtbarkeit

starke (x, o)-Beobachtbarkeit
= starke [o]-Beobachtbarkeit

= starke o-Beobachtbarkeit

(x, 0)-Beobachtbarkeit
= o-Beobachtbarkeit

rk {(), OJ} =2n < rk {O, Oj I — FJ =2n+ rk(r,- — FJ)

|

(x, 01)-Beobachtbarkeit

starke (x, [01])-Beobachtbarkeit
= starke [o1]-Beobachtbarkeit

starke (x, o1)-Beobachtbarkeit

= o01-Beobachtbarkeit = starke o1-Beobachtbarkeit
O,‘ Op - N Oi Op ri_rp _ I_i_rp
rk Lf)/ OJ =2n = R(%ij) = {0} Ark 0, O, T,-T. =2n+rk r_r
ts-Beobachtbarkeit starke ts-Beobachtbarkeit starke [ts]-Beobachtbarkeit

]:n+rk(|—,-frj)

rk(0; —0))=n = R(Zij) = {0} Ark[O0; = O; T;—T;

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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ts-Beobachtbarkeit [

x=0
y=x y=—x

Lemma (Vidal et al. 2003)

X = ApX

y:

ist ts-beobachtbar <= rk[(’),[Qn]f (’)J[-Qn]] =n Vi#j

Beweisskizze:
ts-beob. <= V sol. 3k € N : y(k)(tg) - y(k)(t;) #0
< VxeR"3keN: (CoAk — CAS)x #0
= rk[Ob] — Ol>]] = p
= rk[OB" — ok = n

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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ts-Beobachtbarkeit [ :
x=0
= X y=—

Lemma (Vidal et al. 2003)
X = ApX

ist ts-beobachtbar <= rk[O,[Qn]f (’)J[-Qn]] =n Vi#j
y =

Ordnung 2n notwendig
rk[(’),["]— (’)J["]] = n nicht notwendig!

Beispiel (n = 1)

|
< X
Il
x o
< X
Il
X %

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Beobachtbarkeits-Charakterisierungen Ubersicht

Sy

Aquivalenzklassen fiir o,

u analytisch A (A2) u glatt

u=20

starke (x, [0])-Beobachtbarkeit

starke (x, o')-Beobachtbarkeit
= starke [o]-Beobachtbarkeit

= starke o-Beobachtbarkeit

(x, 0)-Beobachtbarkeit
= o-Beobachtbarkeit

rk {(), OJ} =2n < rk {O, Oj I — FJ =2n+ rk(r,- — FJ)

|

(x, 01)-Beobachtbarkeit

starke (x, [01])-Beobachtbarkeit
= starke [o1]-Beobachtbarkeit

starke (x, o1)-Beobachtbarkeit

= o01-Beobachtbarkeit = starke o1-Beobachtbarkeit
O,‘ Op - N Oi Op ri_rp _ I_i_rp
rk Lf)/ OJ =2n = R(%ij) = {0} Ark 0, O, T,-T. =2n+rk r_r
ts-Beobachtbarkeit starke ts-Beobachtbarkeit starke [ts]-Beobachtbarkeit

]:n+rk(|—,-frj)

rk (C); — Oj) =n —— R(Z,J) = {0} A rk [O, — Oj M — Fj
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Inhomogener Fall: Viele mogliche Definitionen

_ einueld
X =A,x+ Byu . — schwach x-beobachtbar
ist x-beobachtbar fiir ¢ fast alle v € U
y = Cox+ Dyu
alle v e d — stark s-beobachtbar
(x,01), o1, ts} und

wobei x € { (x,0), o,
lokal integrierbare Eingange

U = | glatte Eingange

analytische Eingange

Zusatzliche Bedingung (A2) an B;, D;

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Inhomogener Fall: Viele mogliche Definitionen

_ einueld
X =A,x+ Byu . — schwach x-beobachtbar
ist x-beobachtbar fiir ¢ fast alle v € U
y = Cox+ Dyu
alle v e d — stark s-beobachtbar
[o1], [ts] } und

wobei x € { (x,[0]), [o], (x,[o1]),
lokal integrierbare Eingange

U = [ glatte Eingange
analytische Eingange

Betrachtung von Aquivalenzklassen von Schaltsignalen

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Starke (x, o)-Beobachtbarkeit 'H

(Al) u:R — RY analytisch (insbesondere u =0 auf Interval = u = 0 lberall)
Bi
(A2) ker B, = {0} fur alle i # j

D; — D;

Theorem (cf. Lou & Si 2009)

X =Asx + Byu ) .
mit (A1) und (A2) ist stark (x,o)-beobachtbar
y=Cox+ Dyu

=
D;

rk [ OBl o plenl _ple } = 2nrk(TP Py Vi £ j  wobei TP =| 5
C,-Af’i’zB,- : c,.B',. D;

Beobachtbarkeit von (A;, ;) ist notwendig fiir starke (x, c)-Beobachtbarkeit

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Aquivalente Schaltsignale und starke (x, [c])-Beobachtbarkeit 'H

Definition (cf. Kaba 2014)

Firxp e R, uellisto X'
Q x(;x0,u,0) = x(+; xo, U, a)
Q y(:;x0,u,0)=y(:;x0,u,T)
© Fir jedes Intervall Z C R gilt:  x(t;x,u,0) #0VteZ = o(t)=0c(t)VteZ

Mit entsprechender Aquivalenzklasse {O’(Xoﬁu)}

X =Asx+ B,u

mit glattem u ist stark (x, [0])-beobachtbar
y=Cox+ D,u

<~

[ oF o pPA_ | _ 20 1 i(rf - r) vi 2 5

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern

Beobachtbarkeit von geschalteten Systemen



0000 @0

Verbindung zur starken Beobachtbarkeit bei LTls [/

Analog zum homogenen Fall betrachte

2 2 2 2 2 2
rk [ 0P O PP | = 204 r(r — PP

<~

Y ist stark beobachtbar, d.h. x kann nur durch y bestimmt werden (ohne Kenntnis von u)

Definition (Kontrollierbare schwach-unbeobachtbare Zustinde, Trentelmann et al. 2001)

R(Zij) ={ & €R* | Ju(-),3T >0: &(T:;&,u) =0, y(&,u)=0 }

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Beobachtbarkeits-Charakterisierungen Ubersicht

Sy

Aquivalenzklassen fiir o,

u analytisch A (A2) u glatt

u=20

starke (x, [0])-Beobachtbarkeit

starke (x, o)-Beobachtbarkeit
= starke [o]-Beobachtbarkeit

= starke o-Beobachtbarkeit

(x, 0)-Beobachtbarkeit
= o-Beobachtbarkeit

rk {(’)I OJ} =2n =S rk [O, Oj I — FJ =2n+ rk(l_,- — Fj)

|

(x, 01)-Beobachtbarkeit

starke (x, [01])-Beobachtbarkeit
= starke [o1]-Beobachtbarkeit

starke (x, o1)-Beobachtbarkeit

= o01-Beobachtbarkeit = starke o1-Beobachtbarkeit
O,‘ Op - Y Oi Op ri_rp _ I_i_rp
rk Lf)/ OJ =2n e R (Xi)) = {0} Ark 0, O, T,-T. =2n+rk r_r
ts-Beobachtbarkeit starke ts-Beobachtbarkeit starke [ts]-Beobachtbarkeit

]:n+rk(|—,-frj)

rk((’);—Oj):n K R(Z,J):{O}/\I’k [O,’*Oj F,-frj

AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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Zusammenfassung und Literatur
[ Je]

Zusammenfassung

Sy

Anfangswert
xp € R”

2

Geschaltetes System
‘R — RP
Zustand x : R — R" Y -

t
c:R—={1,2,...,N}
Schaltsignal

Eingang uv:R — RY Ausgang

@ u und o gegeben
o Reduktion auf homogenen Fall méglich
o Unterscheidung zwischen Beobachtbarkeit und Vorwartsbeobachtbarkeit
o Vollstandige Charakterisierung abhéngig von Schaltintervalllangen
o Notwendige und Hinreichende Bedingungen abhangig nur von Schaltsequenz
@ u gegeben, o unbekannt
Inhomogener Fall deutlich komplizierter
(x,0)-Beobachtbarkeit <= o-Beobachtbarkeit = x-Beobachtbarkeit pro Mode
(x, o1)-Beobachtbarkeit erfordert nicht Beobachtbarkeit der einzelnen Moden
Vollstandige Charakterisierung mit Hilfe von Kalman und Hankel Matrizen
Kalman-Matrizen bis zur Ordnung 4n bendtigt

Stephan Trenn AG Technomathematik, TU Kaiserslautern
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